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Praktican primjer pretrage igra rijeci )
Dragoslav Cikari¢ SEMINARSKI RAD SINTAKSNA PRETRAGA PROSTORA STANJA “IGRA RECI”

Slaganje slova:

Uzet je slucajni niz slova iz kojeg je potrebno formirati konkretnu rec.

Pocetno stanje je: OXNE

Ciljno stanje je: XEON

Operatori:

Zadatak Kkoristi tri operatora u ovom primjeru:

Opl: zameni 1,2

Op2: zameni 2,3

Op3: zameni 3,4

Pretraga u Sirinu:

1
OXNE
XONE ONXE OXE
D.pé op3 op..l op3 op2
/5 6 7/ s
XNOE XOEN NOXE NEX OEXN
op1 S‘p__3 02 op3 op2 0p3
10 1 12 13 14 s
NXOE XNEO XEON NOEX EOXN OENX

Pretraga u dubinu:

OXNE
opl
2
XONE
Qpﬁ op3
5/ 6
XNOE XOEN
opl’ 0p3 op2

10/ ."'1__1 12

NXOE XNEO XEON

A* Pathfinding za Pocetnike




od Patrick Lester (Update-ovano 18. Jula, 2005)
Preveo i adaptirao sa engleskog jezika: Aleksandar Bozinovi¢. Sva pitanja mozete poslati na e-mail
adresu alexbozinovic@yahoo.com

Ovaj ¢lanak ne pokuSava da bude definitivan rad na subjekat (naslov) teme. umjesto toga, Clanak
opisuje osnove i priprema vas za sljedeci korak, da biste razumeli i drugu materiju, a koja je usko
povezana sa ovom. Na dnu strane ovog ¢lanka postavljeni su linkovi ka nekim od tih ve¢ pomenutih
,,nastavaka“.

Ovaj ¢lanak nije predodreden samo za jedan programski jezik. Napravljen je tako da se adaptira bilo
kom programskom jeziku. Kao §to i ocekujete, u ovom Clanku naci cete i link ka programu koji je
primjer, na kraju ovog ¢lanka. Primjerak sadrzi dvije verzije: jedna je u C++-u, a jedna u Blitz Basic-
u. Takode sadrzi i executable's (egzekutabilne) fajlove, za slucaj da zelite da vidite A* u akciji.

Malo smo se udaljili od sustine. Hajde da po¢nemo, naravno, otpocetka...

Uvod: Podrudje pretrage

Pretpostavimo da imamo nekoga ko zeli da ide od tacke A do tacke B.

Pretpostavimo da se zid nalazi izmedu ovih tac¢aka. Ovo je ilustrovano ispod, zelenom je obelezena
pocetna tacka A, crvenom zavrsna tacka B, a plavom su obojeni kvadrati koji predstavljaju zid izmedu
njih.

Prva stvar koju treba primetiti je da smo podjelili nase
podrugdje pretrage na kradratnu mrezu.

Pojednostavljenje podrucja pretrage je prvi korak u
pronalazenju staze (pathfinding). Ovaj metod smanjuje nase
podruje pretrage na jednostavne dvije dvodimenzionalne
matrice. Svaka stavka u matrici predstavlja jedan kvadrat u
mrezi i sadrzi status, to jest obelezava kvadrat kao prohodan ili
neprohodan. Staza se nalazi otkrivanjem kojim putem treba ici
(preko kojih kvadrata treba preéi) da bi se stiglo od tacke A do
[Figure 1] tacke B.

Jednom kad se staza nade, nasa osoba (koju smo ranije zamislili) se pomera od centra jednog kvadrata
do centra sljedeceg i tako dalje, sve dok ne stigne do zeljenog mesta.

Ovi centri (kvadrata) se nazivaju ,,Cvorovi®. Kad ¢itate o pronalaZenju staze (pathfinding) negde
drugde, Cesto Cete videti da ljudi raspravljaju o ¢vorovima. Zasto ih ne zvati samo kvadratima? Zato
Sto je moguce da tu oblast, na kojoj trazite stazu, podjelite i na druge oblike. Mogu biti podjeljeni na
pravougaonike, Sestougaonike, trouglove, ili zaista, bilo koji oblik. Sto se ti¢e &vorova, oni mogu biti
postavljeni bilo gdje po tom obliku, moze u centru, duz ivica, ili bilo gdje drugde. Medutim, mi
koristimo ovaj sistem jer je najjednostavniji.

Pocetak traZenja

Kada smo pojednostavili podru¢je pretrage na odredeni broj ¢vorova, kao §to smo uradili to iznad,
sljedeci korak je pokretanje pretrage da bismo nasli najkraéi put (stazu). Uradicemo ovo pocevsi od
tacke A, proverimo susedne kvadrate i generalno trazimo sve dok ne nademo metu.

Pocinjemo pretragu tako $to radimo sljedece:

1. Pocinjemo kod pocetne tacke A i dodajemo je na ,,otvorenu listu“ kvadrata koja ¢e se
posmatrati. Otvorena lista je ista kao i shopping lista (lista za kupovinu). Trenutno je jedna stavka na
listi, ali ¢emo imati jo§ stavki kasnije. Otvorena lista sadrzi kvadrate koji se mogu naci duz staze koju
¢emo odabrati, ali mozda i nec¢e. U sustini, ovo je lista kvadrata koji treba da se provere.

2. Usmericemo pogled ka dostupnim, to jest, prohodnim susednim kvadratima pocetnog
kvadrata, ignoriSuci kvadrate sa vodom, zidovima i drugim neprohodnim terenima. Dodac¢emo ih na
otvorenu listu (dodajemo samo prohodne kvadrate!). Za svaku od ovih kvadrata (na otvorenoj listi),
saCuvacemo taCku A kao njegov (kvadratni) roditelj. Ovaj izraz ,kvadratni roditelj ili ,;roditelj
kvadrata® bi¢e veoma vazan kada budemo pratili nasu stazu. Bi¢e detaljnije objasnjen kasnije.

3. Ispusticemo pocetni kvadrat A sa nase otvorene liste i dodati ga u ,,zatvorenu listu“ kvadrata
za koje nema potrebe da ponovo pogledate za sada.
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U ovom momentu objasnjavanja slijedi ilustracija. Na njoj, zeleni
kvadrat u sredini je pocetni kvadrat. On je uokviren plavom bojom koja
oznacava da je kvadrat dodat na zatvorenu listu. Svi susedni kvadrati su
sada na otvorenoj listi kvadrata koji treba da se provere i oni su
uokvireni zelenom bojom. Svaki ima i zeleni pokaziva¢ koji pokazuje
nazad na svog roditelja, koji je, u ovom slucaju, pocetni kvadrat.

Sada, odabiramo jedan od susednih kvadrata sa otvorene liste i, manje-
viSe, ponavljamo prethodni proces, kao §to je opisano ispod. Pitanje je
sad: ,,Koji kvadrat da izaberem?** Onaj sa najmanjim F utroskom.

UtroSak staze
Klju¢, koji odreduje koji ¢e kvadrat da se koristi da bi se otkrila staza, odreden je sljede¢im

racunanjem:

F=G+H

Gde su:

o G = utrosak pomeranja za kretanje od pocetne tacke A do datog kvadrata na mrezi, prateci
odredenu stazu da ode tamo.

o H = utroSak pomeranja za kretanje od tog datog kvadrata na mrezi do krajnje destinacije, tacke

B. Ovo je cCesto referisano kao heuristi¢no (po Vujakliji — heuristicki: pronalazacki, (analiticki ili
geneticki) heuristicki metod je put koji vodi ka pronalazenju naucnih istina), malo je zbunjujuce. Mi
zaista ne znamo pravu distancu dok ne nademo stazu jer put moze imati mnogo prepreka (zidovi,
voda, itd). U ovom tutorijalu vam je dat jedan od nacina da se izratuna H, ali postoje i mnogi drugi
koje mozete naci na netu.

Kao sto je opisano iznad, G je utroSak pomeranja za kretanje od pocetne tacke do odredenog kvadrata,
iduci po stazi koja je stvorena (generisana) da se dode do tu. U ovom primjeru, dodijeli¢emo utrosak
od 10 za svako horizontalno ili vertikalno kretanje kvadrata, a za dijagonalno kretanje utrosak

¢e biti 14. Koristicemo ove brojeve jer je stvarna distanca dijagonalnog kretanja jednaka korjenu iz 2
(), sto je jednako negde oko 1.414, Sto predstavlja utroSak dijagonalnog kretanja. Da bi stvari bile
jednostavnije, umjesto 1 ¢emo koristiti 10, a umjesto 1.414 ¢emo uzeti 14. Otprilike je srazmerno, a
ujedno smo se oslobodili decimala, dakle pojednostavili smo stvari.

Posto racunamo G utroSak duz staze do datog kvadrata, nacin za odredivanje G utroSka tog kvadrata
je da se uzme G utroSak od njegovog roditelja, pa se onda doda 10 ili 14 u zavisnosti da li se pokrenuo
dijagonalno ili ortogonalno (nedijagonalno) od tog kvadrata roditelja.Potreba za ovom metodom bice
oc¢igledna malo kasnije na ovom primjeru.

H utrosak moze biti procjenjen na razne nacine. Metod koji ovde koristimo se zove Menhetenov
metod (Manhattan), gdje raCunate totalni broj kvadrata kojim se pokrece horizontalno i vertikalno da
bi se dostigla meta (Zeljeni kvadrat) od kvadrata u kojem se trenutno nalazi, ignorisu¢i dijagonalne
pokrete, i ignoriSuci bilo koje prepreke koju mogu biti na putu. Onda pomnozite ovaj broj sa 10 (to
jest, utroSkom jednog horizontalnog ili vertikalnog kretanja), te tako dobijate H utrosak. Podsecam vas
da se prilikom ra¢unanja ide samo horizontalno i vertikalno, to jest ortogonalno.

Citaju¢i ovaj opis, nagadate da je heuristi¢ki nadin gruba procjena preostalog rastojanja izmedu
trenutnog kvadrata i mete. To realno nije tako. Ustvari, mi pokusavamo da procjenimo preostalo
rastojanje duz staze (koje je esto duze). Sto je nasa procjena bliza stvarnoj razdaljini, to je i algoritam
brzi. Ako precenimo ovu razdaljinu, kako god, nije garantovano da ¢emo dobiti najkracu stazu. U
takvim slu¢ajevima, imamo nesto $to se zove ,,neprihvatljiva heuristika“.

Tehnicki, u ovom primjeru, Menhetenov metod je nedopustiv jer precenjuje preostalo rastojanje. Mi
¢emo se ipak sluziti ovom metodom jer je mnogo lakSe da se razume i zadovoljava nas cilj, ali i zato
jer je to samo blago (dakle, do odredene mere) precenjivanje. U retkim slucajevima, kada rezultujuca
staza nije nakra¢a moguca, bi¢e blizu najkrac¢e (malo duza od najkrace).

Utrosak F se izraCunava sabiranjem G i H utroska (F = G + H). Ovi rezultati prvog koraka nase
pretrage mogu se videti na ilustraciji ispod. F, G i H utrosci su napisani u svakom kvadratu. Kao $to je
oznaceno na prvom desnom kvadratu (od pocéetnog zelenog), F je otStampano u gornjem levom uglu,
G je u donjem levom uglu, a H je ot§tampan u donjem desnom uglu.




[Figure 3]
Bacite pogled na neke od ovih kvadrata. Na desnom kvadratu sa slovima unutar, G = 10. Ovo je zato
$to je samo jedan kvadrat od pocetnog u horizontalnom pravcu. Kvadrat iznad, zatim ispod, kao i onaj

s leve strane pocetnog, svi oni imaju G koje je jednako 10. Dijagonalni kvadrati imaju G koji je jednak
14.

H utrosak jer izraCunat procjenom Menhetenove distance (rastojanja) do crvenog kvadrata, pomerajuci
se samo horizontalno i vertikalno, ignorisu¢i zid koji je na putu. Koriste¢i ovu metodu, kvadrat s desne
strane pocetnog kvadrata je udaljen 3 kvadrata od crvenog kvadrata, stoga mu je H utroSak jednak 30.
Kvadrat iznad pocetnog kvadrata je 4 kvadrata udaljen od crvenog (zapamtite, samo se pomera
horizontalno i vertikalno), te za H utroSak ima 40. MozZete i sami da vidite kako su ostali H-ovi
izraCunati za druge kvadrate.

F utrosak, za svaki, da ponovimo, je ,jednostavno, jednak zbiru G i H.

Nastavak traZenja

Da bismo nastavili trazenje, jednostavno ¢emo izabrati kvadrat sa najnizim F-om od svih kvadrata sa
otvorene liste.

Onda ¢emo uraditi sljede¢e sa odabranim kvadratom:

4) Ispusti¢emo ga sa otvorene liste i dodajemo ga na zatvorenu listu.

5) Onda ¢emo da proverimo sve susedne kvadrate tog odabranog kvadrata (prilikom ¢ega ignoriSemo
kvadrate koji su na zatvorenoj listi ili su neprohodni, to jest, tereni sa zidom ili vodom...) i dodati ih na
otvorenu listu, ako ve¢ nisu na njoj. Na¢inicemo odabran kvadrat roditeljom novih kvadrata.

6) Ako je neki susedni kvadrat ve¢ na otvorenoj listi, proverimo da li je staza od ovog kvadrata (ovo
nije gramaticka greska jer se ne radi o pripadnosti staze kvadratu, ve¢ o pocetku staze odatle, dakle
od...) ka cilju bolja. Drugim re¢ima, proverimo da li je G utroSak tog kvadrata manji ako koristimo
trenutni kvadrat da stignemo tamo. Ako nije, ne ¢inimo nista. U drugu ruku, ako je G nove staze
manji, treba da se promeni roditelj susednog kvadrata na novo odabrani kvadrat (u dijagramu iznad,
treba promeniti smer pokazivaca ka tac¢ki novog selektovanog kvadrata). Najzad, ponovo izracunajte F
i G tog kvadrata. Ako ovo izgleda zbunjujuce, videéete to ilustrovano ispod.

Ok, pa, hajde da vidimo kako ovo radi. Od nasSih 9 inicijalnih (pocetnih) kvadrata, imamo 8
postavljenih na otvorenu listu, posto je pocetni kvadrat preba¢en na zatvorenu listu. Od ovih na
otvorenoj listi, kvadrat sa najmanjim F-om je sa desne strane od pocetnog kvadrata sa F = 40, tako da
¢emo ga odabrati da bude sljedec¢i. Uokviren je plavom bojom na sljedecoj ilustraciji.
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[Figure 4]

Prvo ga spustimo sa otvorene liste i dodajemo ga na zatvorenu listu (zbog toga je uokviren plavom
bojom). Onda proverimo susedne kvadrate. Ovi sa desne strane su kvadrati zidovi, pa ih ignoriSemo.
Onaj sa leve strane je pocetni kvadrat, a s obzirom da je na zatvorenoj listi, ignorisaemo i njega
takode. Ostala Cetiri kvadrata su ve¢ na otvorenoj listi, te treba da proverimo da li je staza (pocevsi) od
njih imalo bolja, koriste¢i G kao tacku reference. Pogledajmo kvadrat desno iznad naSeg selektovanog
kvadrata. Njegov G je 14. Ako smo umjesto onog puta, prosli kroz ovaj kvadrat da bismo tamo stigli,
G bi bio jednak 20 (10, $to je G utroSak da se stigne do ovog kvadrata, plus jos 10 da se pokrene
vertikalno do onog iznad njega). G utrosak 20 je veéi od 14, tako da ovo nije bolja staza. To bi imalo
smisla ako pogledate na dijagram. Usmerenije je oti¢i do tog kvadrata od pocetnog kvadrata ako se
jednostavno pomeri za jedan kvadrat dijagonalno da dode tamo, nego da se pomeri horizontalno za
jedan kvadrat, pa onda vertikalno za jedan kvadrat.

Kada ponovimo ovaj proces, za sva ¢etiri susedna koja su ve¢ na otvorenoj listi, vide¢emo da nijedna
od ovih staza nije poboljSana (to jest bolja od prethodne), tako da ne¢emo mijenjati iSta. Sada, kad smo
pregledali sve susedne kvadrate, zavrsili smo sa ovim kvadratom i spremni smo da se pomerimo na
sljedec¢i kvadrat.

Kako idemo kroz otvorenu listu kvadrata, koja za sada ima sedam kvadrata, odabrac¢emo jedan sa
najnizim F-om, odnosno u ovom slucaju, imamo 2 kvadrata sa F-om od 54. Koji ¢emo onda da
izaberemo? Zaista nije vazno. Ako ¢e nam kao razlog odabira biti brzina, onda bi najbrze bilo da se
izabere onaj koji je poslednji dodat na otvorenu listu.

Hajde da izaberemo onaj ispod, a sa desne strane od pocetnog kvadrata, kao §to je i prikazano na
sljedecoj ilustraciji.



[Figure 5]

Ovog puta, kadaproveravamo susedne kvadrate, nalazimo da li je onaj s desne strane kvadrat zid, pa ga
ignoriSemo. Isto ide za onaj koji je iznad tog. Takode ignoriSemo kvadrat koji je ispod zida. Zasto?
Zato $to se ne moZe doé¢i do tog kvadrata direktno od trenutnog kvadrata (na kom smo sada), bez
usecanja kroz ugao obliznjeg zida. Stvarno treba da idete pravo dole, a onda da predete preko tog
kvadrata, zaobilazenjem ugla u procesu. (Primedba: Ovo pravilo o zasecanju uglova je opcionalno
(fakultativno, neobavezno. Njegova primjena zavisi od toga kako su ¢vorovi postavljeni).

To ostavlja 5 drugih kvadrata. Druga dva kvadrata ispod trenutnog kvadrata nisu jo§ uvek na otvorenoj
listi, pa ¢emo ih dodati, te ¢e trenutni kvadrat postati njihov roditelj. Od tri drugih kvadrata, dva su
ve¢ na zatvorenoj listi (pocetni kvadrat i onaj iznad trenutnog su uokvireni plavom bojom na
dijagramu), pa ih ignoriSemo. Poslednji kvadrat, s leve strane trenutnog kvadrata, proveravamo da
bismo Vidjelii da li je njegov G manji ako idemo kroz trenutni kvadrat da stignemo tamo. Izgleda da
nije. Gotovi smo i spremni da proverimo sljede¢i kvadrat na otvorenoj listi.

Ponovic¢emo ovaj proces sve dok ne dodamo zavrs$ni kvadrat na zatvorenu listu, $to je ilustrovano

ispod.
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[Figure 6]

Opazite da se kvadrat roditelj kvadrata, koji je dva kvadrata ispod pocetnog kvadrata, promenio od
prosle ilustracije. Ranije je imao G utroSak od 28 i pokazivao nazad na kvadrate iznad njega i s desne
strane. Sada ima vrednost 20 i pokazuje ka kvadratu koji je iznad njega. Ovo se deSava negde duz puta
na nasoj pretrazi, gdje se G proverava i promijenjen je u nizu vrednost koriste¢i novu stazu — tako da
je roditelj zamjenjen, a G i F utroSci se ponovo izraCunavaju. lako ova promena ne izgleda kao tako
zna¢ajna na ovom primjeru, postoje brojne situacije gdje ¢e ovo konstantno proveravanje da napravi
razliku u odredivanju najbolje staze ka svom cilju.

Kako ¢emo onda odrediti stazu? Jednostavno, samo treba da po¢nemo od crvenog kvadrata i da vrS§imo
kretanje unazad od kvadrata ka njegovom roditelju, prateci strelicu (pokazivac). Ovo ¢e vas na kraju
dovesti nazad do pocetnog kvadrata, i to je vaSa staza. Treba da li¢i na sljedecu ilustraciju. Pomerajuci
se od pocetnog kvadrata A do destinacionog kvadrata B je, ustvari, kretanje od centra do centra svakog
kvadrata (¢vora) na stazi, dok se ne dostigne meta.
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[Figure 7]

Rezime A* metode

Ok, sada kad ste prosli kroz objasnjenje, hajde da postavimo korap po korak ovu metodu sve na jedno
mesto:

1. Staviti pocetni kvadrat (ili ¢vor) na otvorenu listu.

2. Ponoviti sljedece:

a. Prona¢i kvadrat sa najnizim F utroskom na otvorenoj listi. Odnositi se na taj kvadrat
kao na trenutni kvadrat.

b. Premestiti trenutni kvadrat na zatvorenu listu.

C. Za svaki od 8 susednih kvadrata ovog kvadrata:

. Ako nije prohodan ili ako je na zatvorenoj listi, ignoriSemo ga. U suprotnom,
uciniti sljedece:

. Ako nije na otvorenoj listi, dodajte ga na listu. Naciniti trenutni kvadrat
roditeljom ovog kvadrata. Sacuvajte F, G i H utroske kvadrata.

. Ako je vec na otvorenoj listi, proveriti da li je staza do ovog kvadrata bolja,

koriste¢i G utroSak kao meru odlucivanja. Nizi G utroSak znaci da je staza bolja. Ako je tako, naciniti
taj kvadrat roditeljom i ponovo mu izracunati G i F utroS§ke. Ako na otvorenoj listi drzite F utroske,
onda je potrebno da resortirate listu.

d. Zaustaviti se kada:

. se doda zavrsni kvadrat na zatvorenu listu, kada je staza pronadena, ili

. ne pronade zavrpni kvadrat i kada je otvorena lista prazna. U tom slucaju,
nema staze.

3. Sacuvati stazu. Treba i¢i unazad od zavrSnog kvadrata, i¢i od svakog kvadrata do njegovog

roditelja sve dok se ne dosegne pocetni kvadrat. To je vaSa staza.

Za bolje razumjevanje pogledjte i youtube video:
A* Pathfinding Tutorial - Part 1
http://www.youtube.com/watch?v=KNXfSOx4eEE

A* Pathfinding Tutorial - Part 2:
http://www.youtube.com/watch?v=BG7Bc3C-W-k
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Racunska i raCunarska teorija sloZenosti

Najve¢im dijelom preuzeto iz élanka P=NP? Vedran Sego

Da bismo mogli razmatrati algoritme koji rjeSavaju pojedine probleme, potrebno je prvo reéi Sta je to
uopste algoritam. Najkraée reCeno, algoritam je popis jednozna¢nih uputa koje treba slijediti da bismo
u kona¢nom vremenu rjesili problem iz neke zadane klase problema (ili, uopste, obavili neki posao).
Ovdje je bitno naglasiti:

1. kona¢nost niza uputa, da bismo algoritam uopste mogli zapisati;
2. do rjesenja treba do¢i u konacnom vremenu, tj. algoritam se ne smije vjecno izvrSavati;
3. algoritam rjeSava probleme iz odredene klase problema, dakle, cak i ako ga mozemo “zaposliti”

s nekim problemom za koji on nije predviden, ne moZzemo ocekivati da ¢e ga korektno rijesiti.

Pogledajmo primjer iz matematike: zadana je jednadzba ax® + bx + ¢ =0.

— -

za neke zadane a,b,c = R. Trazi se kompleksni broj x = C koji zadovoljava zadanu jednadzbu.
Jednostavno, ali i pogresno rjesenje ovog problema bi bilo:

Jednadzba ax® + bx + ¢ = 0, pri ¢emu su a,b,c € Ru skupu kompleksnih brojeva ima dva rjeSenja,

—b 4+ /b — dac
T2 =5
data formulom =
Prikazana formula je poznata za rjeSavanje kvadratnih jednadzbi, no u njoj se kriju zamke koje - kad
ra¢unamo “na prste” - obi¢no zaobidemo “u hodu”.

No i ta zaobilazenja treba ugraditi u algoritam:
1. Ako je a = 0. jednadiba nije kvadratna., a primjena gornje formule
rezultirala bi dijeljenjem s nulom. Tada imamo slucajeve:

(a) Ako je b = ¢ = 0, svaki kompleksni broj = € T je rjesenje zadane
jednadzbe.
(b) Ako je b=101 ¢ # 0, zadana jednadzba nema rjesenja.
(c¢) Ako je b # 0, zadana jednadzba ima jedinstveno rjesenje
-
= ——.
b
2. Ako je a # 01 b? — dac = 0, zadana jednadzba je kvadratna, ali ima

jedinstveno riesenje
]
= ——

20’
3. Ako je a # 01 b° — 4dac # 0, zadana jednadzba je kvadratna i ima dva
rjesenja, dana formulom

—b 4 Vb2 —dace

T2 =
2(-’

Tek sada imamo jednoznacnu i taénu proceduru rjeSavanja zadane jednadzbe koja ¢e uvijek u konacno
mnogo koraka dati ispravno rjesenje zadanog problema.

Podsje¢amo: Algoritam je opis za rjeSavanje nekog problema.

U novije vreme, algoritam je pojam koji se gotovo iskljucivo vezuje za informatiku i, mada ne
postoji jedinstvena opSteprihvacena definicija, podrazumjeva se da je u pitanju nekako
opisana procedura za obavljanje posla.

Podjela algoritama prema paradigmi programiranja
Jedan nacin razvrstavanja je po metodologiji projektovanja ili primijenjenom obrascu. Postoji
izvestan broj razliitih obrazaca kako se pristupa realizaciji algoritama. Dalje, svaka od
navedenih kategorija sadrzi viSe razliitih tipova algoritama. Neki uobicajeno korisceni
obrasci su:
. Podijeli pa vladaj algoritmi smanjuju stepen sloZenosti problema podjelom na dva ili
vise manjih problema od iste vrste (obi¢no rekurzivno), dok od problema ne ostane toliko mali
deo da se moZe jednostavno resiti.
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. Dinamicko programiranje. Kada problem pokazuje optimalnu podstrukturu, u
smislu da se optimalno rjeSenje problema moze konstruisati iz optimalnog rjeSenja
potproblema, i preklapanjem potproblema, §to znaci da se isti potproblem koristi za rjeSavanje
vise razli¢itih primjera problema, mozemo resiti brzo koriste¢i dinamicko programiranje,
pristup koji izbegava ponovno izratunavanje rjeSenja koja su ve¢ izraGunata. Na primjer,
najkraci put do cilja iz ¢vora tezinskog grafa moze biti naden koriste¢i najkra¢i put do cilja od
svih obliznjih ¢vorova.

. Pohlepni algoritam. Algoritam lakomosti je sli¢an dinami¢kom programiranju, ali je
razlika u tome $to rjeSenja potproblema ne moraju biti poznata u svakom trenutku. Stoga, pri
trazenju rjeSenja je moguce napraviti i 'lakom’ izbor onoga $to izgleda najbolje u tom trenutku.
. Linearno programiranje. Problem se reSava koris¢enjem linearnog programiranja
kada postoji vise linearnih nejednacina a zadatak je na¢i maksimum (ili minimum) po nekom
kriterijumu. Mnogi realni problemi (kao $to je maksimiziranje protoka u usmerenom grafu)
mogu biti iskazani na ovaj nacin, a onda reSeni nekim 'generickim' algoritmom, kao §to je
Simpleks algoritam.

. Pretraga i numeracija. Mnogi problemi (kao §to je igranje Saha) mogu biti
modelovani kao problemi grafa. Algoritam pretrazivanja grafa daje pravila kretanja kroz graf i
koristan je ba§ za ovakve probleme. Ova kategorija obuhvata i algoritme pretrazivanja i
povratka kroz stablo odlucivanja (bektreking).

. Heuristi¢ki algoritmi i algoritmi slu¢ajnosti ne odgovaraju u potpunosti strogoj
definiciji algoritma
1. Algoritmi slucajnosti prave u nekim situacijama slucajan (ili pseudo slucajan)

izbor; za neke probleme se stvarno moze dokazati da se do najbrZeg rjeSenja moze
do¢i samo uvodenjem izvesnog stepena slucajnosti.

2. Geneticki algoritam pokuSava da nade rjeSenje problema imitirajuci bioloski
evolucioni proces, koji u nizu slu¢ajnih mutacija daje uzastopne generacije 'rjeSenja'.
Tako racunar simulira razmnozavanje i 'prezivljavanje najprilagodenijih'. U geneticko
programiranje je ovaj pristup prosiren na algoritme.

3. Heuristicki algoritmi su takvi algoritmi Cija je osnovna namena nalaZenje
optimalnog rjeSenja, u stvari pribliznog rjesenja, jer vreme ili memorijski prostor za
izvrSavanje algoritma za nalazenje ta¢nog najboljeg rjeSenja nije prakticno moguce.
Primjer algoritama koji su ovakvog tipa su za lokalno pretrazivanje, tabu pretraZivanje
ili algoritam simuliranog otpustanja, vrsta heuristickog algoritma slucajnosti koji
varira rjeSenje problema u sluc¢ajnim iznosima. Naziv simulacija otpustanja aludira na
metalur8ki proces suprotan kaljenju kada se metal greje pa sporo hladi radi otklanjanja
defekta u materijalu. Namera slu¢ajnog variranja je trazenje $to blizeg rjeSenja opStem
optimalnom rjeSenju, a ne jednostavno lokalno optimalno rjeSenje. Ideja je da se
amplituda slucajne veli¢ine smanjuje kako se priblizavamo rjeSenju.

Podjela prema sloZenosti

U teoriji slozenosti, §to nije isto Sto i teorija izracunljivosti, se izuCava problematika
sloZenosti, kompleksnosti, algoritma, u smislu zauzimanja resursa, a to su prostor (koli¢ina
zauzete memorije) i vreme (koli¢ina potroSenog vremena procesora). Slozenost je funkcija
veli¢ine ulaznih podataka. Algoritmi se prave za rjeSenje opSteg problema, bez obzira na
veli¢inu ulaza, ali sa druge strane razne ulazne veliine izazivaju da programi troSe razne
koli¢ine resursa.

Vremenska sloZenost algoritma se iskazuje kao broj elementarnih koraka za obavljanje
algoritma, S§to je zavisno od veli¢ine ulaza, a koja moze biti izrazena u bitovima ili nekim
slicnim merilom. Ako kazemo da je algoritam (A) uredivanja niza od n elemenata problem
vremenske slozenosti n?, zna¢i da dvostruko veci broj elemenata zahtjeva Cetiri puta vise
vremena za uredivanje. Ako je, pak drugi algoritam (B) malo pazljivije napisan i brzi je
dvostruko, on ¢e raditi dvostruko brze za bilo koju veli¢inu niza. Medutim, ako se programer
namuci 1 osmisli sustinski drugaciji algoritam (C) za uredivanje, on stvarno moze biti reda
slozenosti n-log(n). Algoritmi (A) i (B) su iste slozenosti, jer se u notaciji sa velikim O
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obelezavaju sa O(n?), a u govoru se zovu 'algoritmi kvadratne slozenosti', dok je algoritam (C)
'algoritam slozenosti n-log(n)'. Zakljucak: algoritam (C) je najbolji sa stanovista koriS¢enja
vremena za velike setove ulaznih podataka.

Prostorna sloZenost se na isti nac¢in odnosi na funkciju zavisnosti zauzimanja memorijskog
prostora u zavisnosti od veli¢ine ulaza. DeSava se da je pronalazenje algoritma manje
vremenske slozenosti vezano sa povecanjem prostorne slozenosti. Obi¢no se algoritmi dele na
one logaritamske slozenosti, linearne, kvadratne i uopsteno polinomijalne slozenosti, kao i
one najzahtjevnije, eksponencijalne sloZenosti.

Podjela prema izracunljivosti

Algortime je moguce klasifikovati 1 prema izraCunljivosti. Ovo se obi¢no radi tako Sto se
razmatraju klase algoritama §to omogucava smanjenje vremenskih i memorijskih resursa koji
se koriste u izraCunavanju. Na primjer, klasa rekurzivnih algoritama ukljucuje algoritme za
sve funkcije koje se mogu izracunati pomocu Tjurnigove masine.

Koliko je neki algoritam brz?
Kad se postavi pitanje brzine algoritma, prvo sto nekome padne na pamet obicno je “stopericu u ruke i
pokrenimo program”. Ovakav pristup iz mnogo razloga nije dobar.
Kao prvo, program treba napisati u nekom jeziku. Bitno je naglasiti da implementacija algoritma (u
odredenom programskom jeziku, na odredenoj arhitekturi racunara i sl.) nije isto $to i algoritam. Jezici
se medusobno razlikuju i po moguénostima (npr. FORTRAN podrzava kompleksne brojeve, dok C i
Pascal ne) i po brzini (programi pisani u C-u i Pascalu su opCenito daleko brzi od onih pisanih u C++ i
Delphiju). Dapace, mnogi jeziCi imaju vise od jednog prevodioca koji se medusobno opet razlikuju (C
je posebno poznat po ovome, no sli¢no vrijedi i za Pacal, C++, Perl, SmallTalk i mnoge druge). Zbog
svega havedenog, postavlja se pitanje kako usporediti dva algoritma ako imamo njihove programske
implementacije napisane u razli¢itim jezicima?
Kao drugo, racunari se medusobno razlikuju. Neka imaju brze procesore, memorije, sabirnice; neka
imaju vise radne memorije ili medumemorije; razli¢ita moze biti i programska podrska (npr. operativni
sistem); itd. Kako usporediti rezultate dobivene “stopericom” za program koji je testiran na Athlonu
na 2.7GHz s 1GB RAM-a pod nekim Linuxom i program testiran na 64-bitnom Pentiumu na 3GHz i s
2GB RAM-a pod Mac OS X-om?
Racunari se razvijaju velikom brzinom i novi modeli dolaze na trziste svakodnevno.
Kako bi se izbjegla potreba stalnog biranja idealne platforme za testiranja algoritama (sto bi opet
onemogucilo usporedbe starih i novih testova), analiza algoritama bazira se na teorijskom racunaru
koje je 1937. godine u predstavio Alan Turing. Taj ra¢unar zovemo Turingov stroj. Ovdje cemo dati
neformalni opis.
Turingov stroj zamisljamo kao racunar koji ima beskonacnu traku. Po toj traci Cita i pise glava stroja
koja se u svakom koraku (izvrsavanju jedne naredbe) moze pomaknuti jedno mjesto lijevo ili desno ili
moze ostati na mjestu. Stroj prati i stanje u kojem se nalazi, svojevrstan pandan vrijednos- tima
varijabli u programima.
U svakom koraku, Turingov stroj nalazi se u nekom stanju q, te Cita s trake (na mjestu na kojem se
nalazi glava stroja) znak x. Ovisno o stanju i proCitanom znaku, stroj prelazi u stanje (', na traku
zapisuje znak X', te se glava vrsi pomak p (za jednom mjesto lijevo ili desno ili ostaje na mjestu).
Matematicki zapisano, jedan korak je zapravo obicno pridruzivanje:

(g.x) — (¢'.2", p).

Kad popisemo sve takve korake, definsali smo Turingov stroj.

Primijetimo: ako su svi parovi (q,x) medusobno razli¢iti, opisani Turingov stroj je zapravo
matematicka funkcija. To znaCi da ponasanje stroja ovisi iskljuCivo o njegovom stanju i znaku
procitanom na traci. Takve strojeve zovemo deterministicki Turingovi Strojevi.

Ako se neki od parova (q,x) preslikavaju u vise razli¢itih trojki (g',x',p), opisani skup pravila nije
funkcija, nego samo relacija. Za takav stroj kazemo da je nedeterministicki. lako je to naizgled u
koliziji sa zahtjevom da koraci algoritma moraju jednozna¢no opisivati sto algoritam treba raditi, kod
nedeterministi¢kih Turingovih strojeva pretpostavljamo da ¢e stroj pogoditi ispravni put k rjeSenju.
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Recimo da se stroj nalazi u stanju q, te je s trake procitao znak x i pravila dopusta ju korake
(g.o) — (g, 20.p). +=1.2,...,n,

za neki n > 1. Tada pretpostavljamo da Ce stroj odabrati upravo takav i da ga prelazak u stanje Qi uz
zapisivanje znaka x'; i pomak glave pi vode prema rjeSenju.

Zanimljivo je da su nedeterministi¢ki Turingovi strojevi ekvivalentni deterministi¢kima (tj. mogu
rijesiti iste probleme): dovoljno je napraviti deterministicki stroj koji ¢e nekim redom isprobati sve
mogucénosti kroz koje bi mogao pro¢i njegov nedeterministicki ekvivalent. Naravno, stroj koji ispro-
bava sve mogucnosti obavlja posao puno sporije od onoga koji odmah pogada ispravni put.

Upravo to je bitna razlika izmedu P- i NP-problema.

P- i NP-problemi obi¢no se definiSu kao problemi odlu¢ivanja (oni koji daju odgovor na da/ne-
pitanje), no u Sirem kontekstu oni omoguéavaju traZzenja odgovora i na opsta pitanja.

Racunska teorija sloZenosti

Kao grana teorije raunanja u raCunarstvu, rafunska teorija sloZenosti opisuje skalabilnost
algoritama, te inherentnu teskoc¢u u pruzanju skalabilnih algoritama za specifi¢ne racunske probleme.
To jest, teorija odgovara na pitanje, "Kako se veli¢ina ulaza algoritma povecava, kako se mijenjaju
vrijeme izvrSavanja i memorijski zahtijevi algoritma?".

Teorija odreduje prakti¢ne granice na ono $to racunari mogu obaviti.

Implikacije teorije su vazne vladi i industriji. Brzina i memorijski kapacitet racunara uvijek rastu, bas
kao i veli¢ine skupova podatka koje treba analizirati. Ako algoritam ne uspije skalirati, tada ¢e velika
poboljsanja u racunarskoj tehnologiji rezultirati tek u marginalnim povecanjima u prakti¢nim
skupovima podataka.

Algoritmi i problemi su kategorizirani u klase sloZenosti.

NajvaZnije otvoreno pitanje teorije sloZenosti jest pitanje istovjetnosti klase P i klase NP,
odnosno je li prva podskup druge kao $to se opcenito smatra.

Daleko od toga da se radi o ezotericnoj vjezbi - ubrzo nakon §to je pitanje prvi put postavljeno,
shvatilo se da su mnogi vazni industrijski problemi u polju operacijskih istrazivanja potklasa od NP
zvana NP-potpuni problemi. NP-potpuni problemi imaju svojstvo da im se rjeSenja mogu brzo
provjeriti, s tim da trenutne metode pronalazenja problema nisu skalabilne. Ako je klasa NP veca od P,
tada ne postoji nijedno skalabilno rjeSenje za ove probleme. Je li to uistinu tako, je jedno od vaznih
otvorenih pitanja u ra¢unskoj teoriji slozenosti.

Teorija se slozenosti bavi relativnom racunskom teSko¢om izracunljivih funkcija. Ovo se razlikuje od
teorije izraCunljivosti, koja se bavi opéenitim pitanjem moze li se problem rijesiti, bez obzira na
zahtijevane resurse.

Jedan "problem" je jedinstven skup povezanih pitanja, pri ¢emu je svako pitanje string konacne
duljine.

Na primjer, problem FAKTORIZIRAJ jest: za dani cijeli broj zapisan u binarnom sistemu, vrati sve
proste faktore tog broja. Pojedinacno se pitanje zove instancom. Na primjer, "daj faktore broja 15" je
instanca problema FAKTORIZIRAJ.

Vremenska sloZenost problema je broj koraka potreban da bi se instanca problema rijeSila kao
funkcija veli¢ine ulaza (obi¢no mjerenog u bitovima) koriste¢i najefikasniji algoritam. Da bi se ovo
intuitivno razumjelo, moze se razmotriti primjer instance duljine n bitova koja moze biti rijeSena u n?
koraka. U ovom primjeru kazemo da je problem vremenske sloZenosti n?. Naravno, to¢an ¢e broj
koraka ovisiti o koristenom stroju. Kako bi se izbjegao taj problem, koristi se veliko O notacija. Ako
problem ima vremensku sloZenost O(n?) na jednom tipi¢nom racunaru, tada ¢e takoder imati sloZenost
O(n?) na vecini drugih racunara, tako da nam ova notacija omogucava poopcavanje detalja
pojedinacnog racunara.

Primjer: Kosenje trave ima linearnu vremensku slozenost s obzirom da treba dvostruko vise vremena
kako bi se kosilo dvostruko vece podrucje. Medutim, binarno pretrazivanje rjecnika ima svega
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logaritamsku vremensku slozenost buduci da dvostruko veli rjecnik treba biti otvoren tek jedan put
vi§e (npr. tacno u sredini - tada se velicina problema smanji za pola).

Prostorna sloZenost problema je povezan koncept, koji mjeri koli¢inu prostora, ili memorije koju
algoritam zahtijeva. Neformalna bi analogija bila koli¢ina papira kori§tenog za skiciranje prilikom
rjesavanja problema olovkom i papirom. Prostorna se slozenost takoder mjeri velikom O notacijom.
Razli¢ita mjera sloZenosti problema, korisna u nekim sluéajevima, jest sloZzenost sklopa. Ovo je mjera
veli¢ine bulovskog sklopa potrebnog za racunanje rjeSenja problema, u terminima broja logickih vrata
zahtijevanih za izgradnju sklopa. Takva je mjera korisna, na primjer, prilikom izgradnje sklopovskih
mikro¢ipova za izracunavanje funkcije, radije nego programske podrske.

Problemi odluke

Vedéi se dio teorije slozenosti bavi problemima odluke. Problem odluke je problem koji uvijek ima
odgovor da ili ne. Teorija slozenosti razlikuje probleme koji verificiraju odgovore da i one koji
verificiraju odgovore ne. Problem koji invertira da i ne odgovore drugog problema se zove
komplement tog problema.

Na primjer, poznati problem odluke IS-PRIME vrac¢a odgovor da kad je dani ulaz prost, a inace ne
odgovor, dok problem 1S-COMPOSITE odreduje nije li dani cijeli broj prost broj (tj. sloZen broj). Kad
IS-PRIME vrati da, IS-COMPOSITE vra¢a ne i obrnuto. Stoga je IS-COMPOSITE komplement
problema IS-PRIME, bas kao $to je i IS-PRIME komplement problema IS-COMPOSITE.

Problemi se odluke Cesto razmatraju budué¢i da proizvoljan problem moZe uvijek biti sveden na
problem odluke. Na primjer, problem HAS-FACTOR jest: za dane cijele brojeve n i k napisane u
binarnom sistemu, vrati ima li n neke proste faktore manje od k. Ako problem HAS-FACTOR mozemo
rijeSiti kori§¢enjem odredene koli¢ine resursa, tada moZemo to rjeSenje iskoristiti za rjeSavanje
problema FACTORIZE bez mnogo dodatnih resursa. Ovo se moze ostvariti binarnim pretrazivanjem
na k sve dok nije pronaden najmanji faktor od n, te potom dijele¢i tim faktorom i opetujuc¢i postupak
sve dok svi prosti faktori nisu nadeni.

Vazan rezultat teorije sloZenosti jest ¢injenica da bez obzira koliko tezak problem moze postati (tj.
koliko vremenskih i prostornih resursa zahtijeva), uvijek ¢e postojati tezi problemi. Za vremensku
slozenost, ovo se dokazuje teoremom o vremenskoj hijerarhiji. Na sli¢an na¢in moze biti izveden
teorem o prostornoj hijerarhiji.

Racunski resursi

Teorija slozenosti analizira teSkocu racunskih problema u terminima mnogo razli¢itih racunskih
resursa. Isti se problem moze opisati u terminima potrebnih koli¢ina raznih racunskih resursa,
ukljucujuci vrijeme, prostor, slucajnost, alternaciju i ostale ne$to manje intuitivne mjere. Klasa
slozenosti je skup svih racunskih problema koji mogu biti rijeSeni koriste¢i odredenu kolicinu
odredenog racunskog resursa.

Jedni od najvise proucavanih racunskih resursa su deterministicko vrijeme (DTIME) i
deterministicki prostor (DSPACE). Ovi resursi predstavljaju koli¢inu vremena racunanja i
memorijskog prostora potrebnih deterministickom racunaru, poput onih stvarno postojec¢ih. Ovi su
resursi od velikog prakti¢nog interesa, 1 nasiroko proucavani.

nedeterministicki Turingov stroj je raCunski model kojem je dozvoljeno grananje kako bi odjednom
ispitao mnogo razli¢itih moguénosti. Nedeterministicki TuringoVv Stroj nema mnogo veze sa stvarim
fizickim na¢inom na koji zelimo izracunavati algoritme, ali njegovo grananje tacno odgovara mnogim
matematickim modelima koje zelimo analizirati, tako da je nedeterministicko vrijeme vrlo vazan
resurs u analiziranju racunskih problema.

Mnogi, jo§ neobi¢niji racunski modeli se koriste u teoriji slozenosti. Tehni¢ki, bilo koja se mjera
sloZenosti moze shvatiti kao racunski resurs, i mjere su sloZenosti vrlo $iroko definisane Blumovim
aksiomima sloZenosti.
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Klase sloZzenosti

Klasa slozenosti je skup svih racunskih problema koji se mogu rijesiti koriste¢i odredenu koli¢inu
odredenog racunskog resursa.

Klasa sloZenosti P je skup svih problema odluke koji mogu biti rijeSeni deterministickom
Turingovom masinom u polinomnom vremenu. Ova klasa odgovara intuitivnoj ideji problema koji
mogu biti efikasno rijeSeni u najgorim slucajevima.

Klasa sloZenosti NP je skup problema odluke koji mogu biti rijeSeni nedeterministomm Turingovom
masinom u polinomnom vremenu. Ova klasa sadrzi mnoge probleme koje bi ljudi Zeljeli efikasno
rijesiti, ukljucuju¢i problem bulovske ispunjivosti, problem hamiltonovskog puta i problem
prekrivanja vrhova. Svi problemi u ovoj klasi imaju svojstvo da im se rjeSenja mogu efikasno
provijeriti.

Mnoge se klase slozenosti mogu karakterizirati u terminima matemti¢ke logike potrebnih da bi se
izrazili - ovo se polje zove deskriptivna slozenost.

Neukrotivost

Problemi koji su rjesivi u teoriji, ali ne mogu biti rijeSeni u praksi, se zovu neukrotivima (engl.
intractable). Sto taéno moZe biti rijeSeno "u praksi" je otvoreno za diskusiju, ali opéenito su samo
problemi koji imaju vremenski polinomna rjeSenja rjesivi za vise od najmanjih ulaza. Problemi za koje
se zna da su neukrotivi uklju¢uju one koji su EXPTIME-potpuni. Ako NP nije isti kao i P, tada su NP-
potpuni problemi takoder neukrotivi.

Da bi se vidjelo zasto rjeSenja u eksponencijalnom vremenu nisu uporabljiva u praksi, neka se
razmotri problem koji zahtijeva 2" operacija za rjeSavanje (n je veli¢ina ulaza). Za relativno male ulaze
od n=100, i pretpostavljaju¢i ra¢unar koji moze obaviti 10" operacija u sekundi, rjesenje bi zahtijevalo
4*10" godina, mnogo vise od trenutne starosti svemira.

Primjedba 7.1. Ponekad je poceljno da problemi budu teski.

Pogledajmo problem kriptiranja podataka na kojem se bazira sigurnost raznih sistema. Na primjer,
placanja preko weba koriste enkripéiju kako bi se sprijecile krade podataka o kreditnim karti¢ama i sl.
Ocito, da bi sistem funkc¢ionirao, ekrip- ¢ija i dekrip¢ija moraju biti brzi algoritmi za one koji imaju
potrebne podatke (npr. lozinku), a izuzetno spori (dakle “tecki”) za one koji te podatke nemaju.

No, recimo da imamo neki niz znakova L za koji mislimo da bi mogla biti lozinka za dekripciju nekog
teksta T. Kako provjeriti da je L ispravna lozinka za T ? Najjednostavnije je pokusati dekriptirati tekst
T s nizom znakova L. Ako dobijemo smislene podatke, gotovo je sigurno da je L lozinka. Drugim ri-
je¢ima, problem dekripcije bez lozinke mozemo smatrati NP-problemom (ima brzu provjeru i
potencijalno sporo trazenje). Kad bi ispalo da je P=NP, to bi znacilo da postoje i polinomni algoritmi
za otkrivanje lozinki, neovisno o primijenjenim metodama enkripcije (dok god se drzimo razumne
pretpostavke da brzo radimo ako znamo lozinku).
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Racunska i raCunarska teorija sloZenosti

Uvod

Godine 1971., neovisno jedan o drugome, Cook i Leonid definsali su P- probleme kao “one koje je
jednostavno rijesiti” i NP-probleme kao “one ¢ije je rjeSenje jednostavno provjeriti”. (Pitanje sta je
jednostavno?)

Do danas nije poznato je li rije¢ o istoj klasi problema ili postoji problem c¢ije je rjesenje jednostavno
provjeriti, ali ga nije jednostavno naci. To pitanje zovemo “P_NP?” problem.

Otvorena pitanja

The Clay Mathematics Institute of Cambridge, Massachusetts (CMI) odabrao je 7 vaznih, a dugo
vremena nerijeSenih problema, ponudivsi nagradu od po milon dolara za rjeSenje svakog od njih. Ti
problemi zovu se Milenijski problemi.

Jedan od tih ptoblema je tzv. “P=NP?” ili “P vs. NP”.

Rije¢ je o problemu iz teorije algoritama, a koji znaci “postoje li, za naizgled slozene probleme,
jednostavni algoritmi koji ih rjeSavaju?”.

Na web stranid CMI-a problem “P=NP?” prikazanje sljede¢im slikovitim primjerom:

Pretpostavimo da zelimo organizirati smjestaj za grupu od 400 studenata. Prostor je ogranicen, te ¢e
samo 100 studenata dobiti sobu. Da ne bi bilo prejednostavno, Dekan je dao listu parova
“nekompatibilnih” studenata - onih koji ne mogu zajedno biti u domu (tj. ako jedan dobije smjestaj,
drugi ga ne smije dobiti).

Ovo je tipi¢ni NP-potpuni problem, jer je za veC gotovo rjesenje jednostav—no provjeriti zadovoljava
li dane uvjete, ali do samog rjesenja opCenito nije jednostavno doCi.

Naravno, ako je zadana lista parova “lijepa” (npr. skoro prazna ili sadrzi skoro sve parove studenata),
vodit Ce nas gotovo deterministiCki prema nekom rjesenju. No, opCenito, moze se dogoditi da
moramo pokusati sve kombina—ti”.

Matematic¢kim rje¢nikom, to znaci da treba pogledati sve 100-¢lane pod- skupove skupa studenata, te
provjeriti koji od njih (ako ijedan!) zadovoljava uvjet “nekompatibilnosti”. Iz kombinatorike, poznato
je da m-¢lanih pod- skupova n-¢lanog skupa ima

ny !
m (n—m)! ml

U nasem slucaju, trazenih podskupova ima

400y 400!
100/ — (400 — 100)!'100!

— 3007429693894018935107174320 == 3 - 10%7,

Za usporedbu, danas najbrzi raunar uspjelo je posti¢i 2331 TFLOPS , odnosno oko 2.33 X10%
operacija s pomi¢nim zarezom u sekundi. Provjera uvjeta za svako od 3 X 10°’ mogu¢ih rjesenja
nuzno zahtijeva puno vise od jedne operacije s pomi¢nim zarezom, no ¢ak i kad bi nam jedna
operacija bila dovoljna, navedenom super-ratunaru trebalo bi vise od 10 sekundi, odnosno vise od
30000 godina, da rijesi zadani problem.

Opisani nacin rjesavanja problema naziva se brute force (rjesavanje grubom silom) i Cesto je
neizvedivo zbog ogromnog vremena izvr§avanja.

P-problemi

Kao P-probleme (ili probleme klase P) definisamo one probleme za koje je mogucée definisati
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deterministi¢ki Turingov stroj koji rjesenje nalazi u poli- nomnom vremenu, sto znaCi da postoji neki
polinom p(X) takav da je broj koraka Turingovog stroja uvijek manji od p(X), gdje je X duljina
ulaznih podataka zapisanih na traCi Turingovog stroja.

Turingov stroj nam sluzi za opis osnovnih operacija. Jedan korak ovdje jasno oznacava: jedno Citanje s
trake, jedno pisanje na traku, jedan pomak glave stroja i jednu promjenu stanja. Kod analize
algoritama Cesto brojimo osnovne racunske operacije, §to se jednostavno prevede u terminologiju
deterministi¢kih Turingovih strojeva.

Primjer.

Zadan je niz brojeva koje treba poredati (sortirati) od najmanjeg prema najvec¢em.

Ocito, opcenito je nebitno koje su vrijednosti brojeva koje zelimo poredati, ali je itekako bitno koliko
ih ima. Ozna¢imo duljinu niza s n.

Algoritam “Isprobaj sve mogucnosti”. Jedan nadin sortiranja brojeva je pronai sve moguce
redoslijede tih brojeva i za svakog provijeriti je li dobar. Sama provjera je jednostavna: potrebno je
jednom pro¢i kroz ¢ijeli niz i provjeriti jesu li svaka dva susjedna broja u ispravnom poretku. To se,
ocito, izvede u n — 1 koraka (preciznije, usporedbi brojeva), sto je polinom prvog stupnja, pa se
provjera izvodi u polinomnom vremenu. Dapace, posto je polinom prvog stupnja (dakle, linearan),
kazemo da je vrijeme izvrSavanja linearno.

No, svih moguénosti ima

nNf=nX(h—21)X{nnh—2)X....... X2X1.

Lako se provjeri da za proizvoljni polinom p(x) postoji dovoljno veliki n takav da je n! > p(n), sto
znaéi da takav algoritam ima nadpolinomno vrijeme izvrsavanja.

No, ¢injeni¢a da smo pronasli spori algoritam koji rjesava nas problem, naravno, ne zna¢i da je sam
problem tezak (u smislu da nema polinomno rjesenje), nego samo da je pristup “isprobaj sve
moguénosti” spor.

Algoritam “Usporedi svaka dva”. Mozemo usporediti svaka dva broja, te ako su oni u pogresnom
redoslijedu, onda ih zamijeniti. Rije¢ je o tzv. selection sortu koji je jednostavan za implementaciju i
analizu slozenosti, no sporiji od ostalih koji su u upotrebi.

Primijetimo da brojeva ima n, a svakog mozemo usporediti (i eventualno zamijeniti) s njih najvise n
— 1 (jer nema smisla usporedivati broj sa samim sobom), pa ¢e broj koraka ocito biti manji ili jednak
vrijednosti polinoma

p(n)=n(n — 1)=n*—n.

Zbog jednostavnosti, prikazimo uzlazni sort (dakle, onaj koji Celi elemente niza poredati od najmanjeg
do najveceg):

za sve X[i] min =i

za sve x[j] takve da je i razlicito od j

ako je x[K] > x[j]

min = j ako je min razli¢ito od i

zamijeni vrijednosti x[i] i x[min]

Ocito je da ovakav algoritam zaista sortira niz. Naime, on pronalazi index min takav da je Xmin

najmanji element podniza X;, Xi+1,.... Xn, te ga smjesta na mjesto X; (dakle, ispred svih elemenata koji su

ve¢i od njega). Tako ce u prvom prolazu vanjske petlje najmanji element biti postavljen na prvo

mjesto u nizu. U drugom prolazu, drugi najmanji ¢e biti postavljen na drugo mjesto, itd.

U stvarnosti, usporedbi i potencijalnih zamjena ima n(n — 1)/2), no taj detalj utjeSe samo na

koeficijente polinoma, ali ne mijenja ¢injenicu da je rije¢ o polinomu drugog stupnja. Zamjena brojeva

x1 1 x2 vrsi se u tri koraka:

privremeni = x1;

x1 =Xx2;

X2 = privremeni;

Dakle, broj koraka u zamjeni dva broja ne ovisi o n, pa i zamjene utjeCu samo na koeficijente, ali ne i

stupanj polinoma kojim ograni¢avamo broj koraka.

Kona¢no, jer je polinom kojim moc¢emo ograniéiti broj koraka ovog algoritma drugog stupnja (tj.
| kvadratni), kacemo da je algoritam kvadratni.

Kao $to smo vidjeli u prethodnom primjeru, problem sortiranja brojeva je klase P.
Opisano rjeSenje problema je daleko od optimalnog, te postoje mnogo efikasniji sortovi, kao i usko
specijalizirani sortovi koji donose dodatna ubrzanja (npr. Radix sort koji postize linearnu slozenost, ali
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po cijenu ogranicavanja veli¢ine svakog elementa niza).

NP-problemi

NP-probleme definiSemo sli¢éno P-problemima, uz dodatak onog “N” koje znaci “nedeterministic¢ki”.
Dakle, NP-problemi (ili problemi klase NP) su oni problemi za koje je moguée definisati
nedeterministicke Turingove strojeve koji ih rjesavaju u polinomnom vremenu.

Kad nedetrministicki stroj, kad ima “dilemu”, ispravno pogada Sta ¢e od ponudenih akcija napraviti.
Kad bismo pokusali implementirati takav stroj, morali bismo isprogramirati isprobavanje svih
mogucnosti, pa bi broj koraka jako narastao (u pravilu barem eksponencijalno).

Primjer Problem trgovackog putnika.

U nekoj drzavi postoji n gradova. Gradovi A i B povezani su, a udaljenost izmedu njih je d(A, B)
(metara, kilometara,... svejedno je; moze biti i vrijeme, ¢ijena,...).

Trazi se najkraci put kojim trgova¢ moze obici sve gradove, te se vratiti na pocetak, na na¢in da svaki
grad posjeti to¢no jednom. Drugim rijecima, traze se gradovi

01,92,...,0n

takvi da je
{01,902,...,9n}={1,2,...,n}
idaje

d(gl, g2) +d(g2, g3) +*«++d(gn—1, gn) + d(gn, gl)

najmanje moguce. Takvi putevi koji obidu svaki vrh tacno jednom te se vrate u polazini vrh grafa zovu
se Hamiltonovi ciklusi.

Sli¢no kao kod sortiranja iz ranijeg primjera, i ovdje mozemo pribjeci traZzenju svih mogucih puteva.
Sva argumentacija navedena tamo, vrijedi i ovdje, pa je rije¢ o izuzetno sporom rjesSenju.

Ono sto nije poznato je postoji li polinomni algoritam koji ¢e ovaj problem rijeciti tacno. Postoje razni
algoritmi koji problem rjeSavaju brzo, ali rjecenja su pribliza ili ograni¢ena na posebne situacije (npr.
zadovoljenost nejednakosti trokuta i sl).

Spomenuli smo da se P- i NP-problemi obi¢no bave odlu¢ivanjem. Problem trgovackog putnika lako
je svesti na da/ne-pitalicu: “Za zadani x el R+, postoji li put kojim trgovac moZe putovati tako da
prede udaljenost manju od x?” Ako na to pitanje nademo odgovor u polinomnom vremenu, onda
jednostavnim postavljanjem tog pitanja za nekoliko vrijednosti X; (ali ne narofito mnogo njih)
mozemo pronaci i optimalni put.

Primjedba 5.2. Za koliko razli¢itih vrijednosti x; bismo trebali postaviti pitanje iz prethodnog
paragrafa? Primijetimo, odgovor na pitanje je jednak za vrijednosti X; i xj (Xi < xj) ako ne postoji put u
grafu duljine x' takve da je X; < x' < Xj. Drugim rije¢ima, zanimljivi su nam samo oni X; koji su jednaki
duljini nekog puta u grafu. No, skup svih puteva u grafu je sigurno podskup skupa P (E), gdje je E
skup svih bridova u grafu, a P (E) njegov partitivni skup. Posto je graf potpun (svaka dva grada su
povezana), skup E ima n (n — 1) elemenata, pa njegov partitivni skup ima

card P(E) = 2zl . . . .. .
C elemenata, a broj kandidata X; je sigurno manji od toga. TraZeni X; moZemo

naci binarnim trazenjem. Prvo sortiramo sve vrijednosti x; uzlazno po veli€ini, te provjeravamo moze
li trgovac obi¢i sve gradove tako da prijede udaljenost najvise X za

b o— e
L o |-3J (drugim rije¢ima, postavljamo pitanje za srednji x;).
Ako moce, odbacujemo sve X; takve da je i > |_nJ (jer znamo da i za njih moce). U protivnom,
odbacujemo one za koje je i <|_nJ (jer znamo da niti za njih ne moce). Zatim ponavljamo postupak za
preostale kandidate. Broj kandidata se u svakom koraku raspolavlja, pa je najve¢i moguci broj koraka
jednak log,(card P(E)). Kona¢no, imamo najveéi broj postavljanja pitanja o obilasku uz duljinu
najvise X; (za odabrane Xx;):
; 2 )
log,(card P(E)) = log, 27 (n-1) — %['i'.' —-1)= % — ?—
= < 2 Sto je polinom.
Primijetimo i da je rije¢ o (gruboj gornjoj ogradi jer skup P(E) sadrzi mnoge podskupove od E Koji
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nisu kruzni putevi u grafu, pa je stvarni broj postavljanja pitanja puno manji (pravi broj mogucih
puteva je
(n—1)1/2).

P = NP pitanje

Pitanje istovjetnosti skupova NP i P (tj. mogu li problemi koji mogu biti rijeSeni u nedeterministickom
polinomnom vremenu rijeSeni u deterministickom polinomnom vremenu) je jedno od najvaznijih
otvorenih pitanja u teoretskom racunarstvu, s obzirom na Siroke implikacije koje bi rjeSenje tog pitanja
imalo.™. Jedna negativna posljedica je ta da bi se mnogi oblici kriptografije mogli jednostavno
"razbiti" i stoga postali beskorisni. Medutim, postojale bi i ogromne pozitivne posljedice, buduci da bi
mnogi vazni problemi imali u¢inkovita rjeSenja. Takvi problemi ukljucuju razne tipove cjelobrojnog
programiranja u operacijskim istrazivanjima, mnoge probleme u logistici, predvidanju strukture
bjelancevina u biologiji, te sposobnosti u¢inkovitog pronalazenja formalnih dokaza teorema u ¢istoj
matematici koris¢enjem racunara. Clay Mathematics Institute je 2000. obavio da ¢e isplatiti nagradu
od USD$ 1 000 000 prvoj osobi koja dokaZe rjesenje.

Pitanja poput ovih motiviraju koncepte feZine i potpunosti. Skup problema X je tezak za skup
problema Y ako svaki problem u Y moze "lako" biti transformiran u neki problem u X koji producira
rjeSenje. Definicija "lakog" je razli¢ita u razli¢itim kontekstima. VaZzan teski skup u teoriji sloZzenosti
jest NP-tezak - skup problema koji nisu nuzno sami u NP, ali na koje bilo koji NP problem moze biti
sveden u polinomnom vremenu.

Skup X je potpun za Y ako je tezak za Y, ali je takoder i podskup od Y. Vazan potpun skup u teoriji
slozenosti je NP-potpun skup. Ovaj skup sadrzi "najteze" probleme u NP, u smislu da su to oni koji
najizglednije nisu u P. Zbog ¢injenice da problem P = NP ostaje nerijesen, svodenje bi problema na
poznati NP-potpun problem indiciralo da ne postoji poznato vremenski polinomno rjesenje za njega.
Sli¢no, buduci da svi NP problemi mogu biti svedeni na skup, pronalazenje NP-potpunog problema
koji bi mogao biti rijeSen u polinomnom vremenu bi zna¢ilo P = NP.™

Nepotpuni problemi u NP

Drugo otvoreno pitanje vezano za problem P = NP jest

postoje li problemi koji su u NP, ali ne i u P, koji nisu NP Problems
NP-potpuni. Drugim rije¢ima, problemi koji trebaju biti -

rijeSeni u nedeterministickom polinomnom vremenu, ali G”r"b'e®

ne mogu biti svedeni na polinomno vrijeme iz drugih "‘_"@@
nedeterministickih vremenski polinomnih problema.

Jedan takav problem, za koji se zna da je NP ali ne i da
je NP-potpun, jest problem izomorfizma grafa - problem Dijagram klasa sloZenosti uz pretpostavku da
koji pokusava odlugiti jesu li dva grafa izomorfna (tj. vrijedi P # NP.

dijele li ista svojstva).

Postojanje problema izvan klasa i P i NP-potpun u ovom sluaju je postavio Ladner.”!

Pokazano je da ako vrijedi P # NP, da takvi problemi postoje.

NP = co-NP

Gdje je co-NP skup koji sadrzi komplementarne probleme (tj. problem sa invertiranim da/ne
odgovorima) NP problema. Vjeruje se da te dvije klase nisu jednake, iako to dosad nije dokazano.
Pokazano je da ako ove dvije klase nisu jednake, da tada slijedi da nijedan NP-potpun problem ne
moze biti u co-NP i nijedan co-NP-potpun problem ne moze biti u NP.

Ocito, svaki deterministi¢ki Turingov stroj je ujedno i specijalna vrsta nedeterministi¢kog (koji nema
niti jednu situaciju u kojoj mora pogadati $ta dalje), pa su svi P-problemi ujedno i NP-problemi.
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Imitacija dijaloga

Imitacija dijaloga je karakteristika koja potice od ¢uvenog engleskog matematicara Tjuringa (Turing).
On je predlozio da se sistem, ¢ovjek ili racunar, smatra inteligentnim ako se ne moze uociti, u toku
konverzacije, s kim se vodi dijalog, sa covjekom ili sa racunarom.

Tjuringov test je naziv ovog testa inteligencije, za koji su bili razvijeni posebni dijalogni programi. U
toku provodenja testa sa bolesnicima, ve¢inu sagovornika je bilo tesko ubijediti da "razgovaraju" sa
racunarom, odgovarali su "da ih on tako dobro razumije". Medutim, vrlo brzo se doslo do zakljucka da
je ovakav test samo imitacija intelekta i da je jedan od potrebnih, ali ne i dovoljnih uslova za
inteligenciju. Dalji razvoj dijalognih programa, kao i razvoj Tjuringovog testa prije tridesetak godina,
vezivan je za rjesavanje odredenih logic¢kih ili racunarskih problema.

Posebno se isticala mogucnost igranja Saha, §to je u ne tako davnoj proslosti zadiralo u domen naucne
fantastike. DuZi niz godina postoji veci broj programa koji igraju veoma dobar Sah ve¢ i na kuénom
racunaru. Time se pokazalo da je podrucje vjestacke inteligencije vrlo ¢udljivo podrucje nauke, neki
problemi za koje se smatralo da su nesavladivi postali su jednostavni i lagani, dok su drugi, za koje se
mislilo da su jednostavni i lagani, postali prakti¢no nesavladivi.

RjeSavanje svih varijanti problema

Rjesavanje svih varijanti problema predstavlja slijedecu karakteristiku inteligencije. Ovdje se misli na
rjeSavanje svih varijanti nekog problema, ali ne losije od ¢ovjeka. Ova karakteristika, nekada veoma
popularna, danas se smatra nedovoljnom i nepotpunom. Postavlja se pitanje o kakvom problemu i
kakvim varijantama se govori. Probleme ne treba traziti u podruc¢ju numerike, jer onda o intelektu
nema ni govora. Neki autori predlazu da treba preci u mnogo "intelektualnije" podrucje, muziku.
Rjesavanje netrivijalnih zadataka

Odmah na pocetku se postavlja pitanje Sta su trivijalni, a §ta netrivijalni zadaci. Uobicajena
matematiCka definicija kaze da je trivijalni zadatak onaj kod koga je nacin rjesavanja poznat. Pri tome
nije vazno da li rjeSenje postoji ili ne, odnosno da postavke dovode do apsurda. 1z definicije trivijalnog
zadatka proizilazi

definicija netrivijalnog zadatka: to je zadatak kod koga se mora pronaci nacin rjeSavanja. Ovdje se ne
misli na klasu problema koji su rjeSavani, odnosno nisu rjesavani, nego na onoga ko mora rjesiti
zadatak, a ne poznaje algoritam rjeSavanja.

PRIMJER: Mnozenje dva broja.

Za ucenike starijih razreda mnozenje dva broja je trivijalni zadatak, posto su ucili tablicu mnozenja, a
za prvoskolca ovo je netrivijalni zadatak, jer on ne poznaje nacin rjeSavanja zadatka.

Klasi¢ni primjer inteligencije dat je u anegdoti iz dackog Zivota Karl Friedrich Gauss-a. Kao
prvoskolac je dobio "nerjesiv" zadatak da sabere brojeve od jedan do sto. Gauss je vrlo brzo i
elegantno dosao do rjesenja: uvidio je da je zbir prvog i zadnjeg broja 101, drugog i predzadnjeg
takode 101 i tako sve do zbira zadnjeg para brojeva 50 i 51. Buducéi da parova ima 50, proizvod 50
puta 101 daje rjesenje 5050.

Ekstrapolacija

Ekstrapolacija, odnosno aproksimativno odlucivanje na osnovu niza faktora, je jedna od karakteristika
koju je korisno objasniti i preko primjera.

Neka je dan uzrok neke pojave i njegova posljedica: pritisak na prekida¢ izaziva paljenje svjetla,
guranje bureta izaziva njegovo kotrljanje, pojava problema zahtjeva njegovo otklanjanje, itd. Kod
trivijalnih problema rjesenje je ocigledno, sto nije slucaj kod zdravstvenih tegoba relativno
nedefinisanog oblika ili proizvodnje nekog dijela ili sklopa.

PRIMJER: DonoSenje odluke o kupovini automobila.

Moze se napraviti tabela konkurentnih karakteristika dva ili vise automobila razlicitih proizvodaca u
istoj klasi i sa priblizno jednakom cijenom. U tabeli ée se naci: potrosnja, komfor, snaga, Servis,
velicina putnog i prtljaznog prostora,dizajn, itd. MozZe se napraviti bodna lista, gdje svaka
karakteristika ima svoju tezinsku vrijednost, ¢ime se dobija sistem jednacina u kojima je uporedivanje
karakteristika poznato kao proces identifikacije. Nakon identifikacije treba dobiti rjesenje, ali rjesenje,
prakticno nikada, nije jednoznacno i definitivno. Odluka je tada i sama niz odluka, odnosno proces
koji nazivamo jednim imenom ekstrapolacija.
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Ucenje

Ucenje je jedna od najvaznijih i najtezih karakteristika spoznaje, i samim tim, inteligencije uopste. Pri
tome se ne misli da je uenje memorisanje ¢injenica.To bi bilo isto kao kada bi se reklo da je voznja
automobila pritiskanje papucice gasa. Doduse, bez gasa automobil se ne moze voziti, ali samo sa
gasom to je jo§ besmislenije.

Memorisanje ¢injenica jeste nuzna i neophodna karakteristika uéenja, ali daleko od toga da bude i
dovoljna. Aktiviranjem ¢ula pocinje ucenje, odnosno uspostavljanje kontakta sa vanjskim svijetom.
Kod zivih bic¢a ovo je stalan, neprekidan proces, koji pocinje sa radanjem i prestaje sa smrti.
Sposobnost paméenja je slijedeca karakteristika procesa ucenja. Samo prosto memorisanje podataka
nije karakteristika inteligencije, jer ukoliko bi to bilo ta¢no onda i papir i crijep sa klinastim pismom i
magnetni medij bi bili inteligentni.

Mogucnost u¢enja

Mogucnost ucenja je veoma bitna karakteristika racunara. Dana$nji racunari rade tacno ono §to je
programom predvideno. Bez obzira na vanjsku manifestaciju, rad racunara se svodi, uglavnom, na
kori§¢enje memorije i dovoljno mnogo pitanja - skretnica tipa "AKO ... —» TADA". Odstupanje od
programiranog ponasanja znaci gresku ili sistema ili programa. Medutim, ako se racunaru omoguci da
uci, u bilo kojem obliku, tada se mogu o¢ekivati optimalni programi, primjereni danom problemu.
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Osnove teorije vjerovatnoce i kombinatorike

Zamislite kako neki covjek 60 puta zaredom baci igracu kocku i da pri tome izbroji koliko je puta
dobio

svaki od 6 brojeva na kocki. Kad je zavrsio s bacanjem, on konstauje jedno od ovoga dvoga:

1.Sest brojeva nisu se pojavili jednak broj puta, usprkos tome Sto su svi brojevi imali jednaku
vjerojatnocu pojavijivanja.

2.8est brojeva nisu se pojavili jednak broj puta, zato sto su svi brojevi imali jednaku vjerojatnocu
pojavijivanja.’

(Max Woitschach 1973. u knjiZici 'Vjerojatnost i slucaj’)
ako se slazete s 1. konstatacijom, grijesite: prakticmo je nemoguce da se kod veceg broja bacanja svaki
broj pojavi jednak broj puta. Potpuno jednaka $ansa ... upravo uzrokuje nejednaku raspodjelu
brojeva...

ako se slaZete s 2.konstatacijom, pripadate manjem broju onih kojima su osnove vjerojatno¢e poznate.

Dva kockara A i B bacaju nov¢i¢, pri ¢emu jedan od njih, recimo A, igra na ,,pismo", a drugi na ,,grb". Broj pojave ,,pisma" (,,grba") predstavlja broj poena za
igraa A (igraca B). Dobitni¢ki ulog namjenjen je onom koji prvi dode do unapijed utvrdene sume. Medutim, zbog nekih razloga igra je prekinuta.

Postavlja se pitanje kako podeliti ulog znajué¢i da su u momentu prekida kockaru A bila potrebna 2 poena dodobitne sume, a kockaru B 3 poena.

Ovaj problem, postavljen od jednog poluprofesionalnog kockara, analizirali su i rjesili ¢uveni francuski matemati¢ari Pascal i Fermat. Njihova studija o ovom

roblemu iz 1654. godine uzima se za pocetak teorije vjerovatnoce.
a o« - o . . . Rjesenje: Ocigledno, ne viSe od Cetiri bacanja nov¢ica je dovoljno da se igra
; 4 7 [ 2] =
12345 678 9101112131415 16 okonca. Neka a oznacava opit gdje A pobeduje (pojava ,,pisma"), a b opit u kome
a a a a b a a b ab b bbb altb IVS p9bjeduje (pojava ,,g_rba"). Postoji 16 Vfl_rijacijva _od dva s?ova ai b duiin_e 4,vka0
$to je prikazano u tabeli. Izmedu 16 mogucih slucajeva, 11 je povoljno za igrata A
a a a b a a b a b a b b b a b b (slucajevi 1-11, gde se a javlja 2 ili vise puta), dok je 5 povoljno za B (slucajevi
12-16, gde se b javlja 3 ili viSe puta). Prema tome, vjerovatnoca dobitka je 11/16
a a b a abaabdbdbadbabidhd za kockara A, i 5/16 za kockara B.
Kockari bi trebalo da podjele ulog proporcionalno vjerovatno¢ama dobitka, dakle,
a b a a a bbb aaaabbbb U 0dnosu 11°5. pod & prop !

Uvod

Postoji vise razloga koji doprinose pojavi interesovanja za vjerovatnocu i razvoju njenih matematickih
osnova.

Prvi je proizi$ao iz matematickih problema u igrama na srecu. Svajcarski matemati¢ar Bernuli u XVIII
veku je postavio teorijske osnove vjerovatnoce, kao jedne matematicke discipline. Nesto docnije taj
razvoj je i8ao dalje u radovima Laplasa sa njegovim strogo deterministickim pogledom na svijet. Po
njemu, vjerovatnoca je sastavni deo nauke o prirodi, kao teorija gresSaka, u ¢ijoj osnovi je sistematsko
proucavanje sredine i njenog varijabiliteta u ponovljenim merenjima. U razvoju teorije vrejdan je
Gausov doprinos sa radovima u oblasti normalnog zakona gresSaka itd.

Drugi razlog interesovanja za vjerovatno¢u proizisao je iz osiguranja protiv rizika, koje se
praktikovalo u trgovini u italijanskim gradovima u periodu renesanse.

Kod programiranja je poznavanje osnova teorije vjerovatnoce je od posebnog interesa za rjeSavanje
problema kada nije poznato algoritamsko rjeSenje problema, kada odgovarajuci algoritam ne postoji.

U tom slucaju se koriste heuristike, pravila za rjeSavanje kojima se na osnovu prethodnog znanja,
iskustva i intuicije suzava i usmjerava podrudje traganja za rjeSenjem.

U tom slucaju su i dobijeni zakljucci prihvatljivi samo sa izvesnom vjerovatnocom, pa se sistem
koristi za procjenu izvjesnosti pojedinih mogucnosti

Osnov prakti¢ne primjene vjerojatnoCe je statistika. Statistika je bazirana na matematickoj teoriji
vjerojatnoce, a ona, u svojoj osnovi, na teoriji skupova.Teorija vjerovatnoce je posebno znacajna u
procjenjivanju: statisti¢koj inferenciji (Statistical Inference), koja po¢iva na njenim osnovama.

Danas se statisticka teorija inferencije primijenjuje u skoro svim nauc¢nim disciplinama. Postala je
sastavni deo teorijske fizike (hauka o toploti, kvantna mehanika itd). Preko kvantne teorije nalazi svoje
mjesto i u atomistici itd.

Bez obzira na diskusije o ra¢unu vjerovatnoce i njegovoj interpretaciji, njegova formalna osnhova nije
diskutabilna. Ipak, kad se primijenjuje racun vjerovatnoce u statistickim istrazivanjima interpretacija
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modela i rezultata ne sme da se posmatra kao neSto odvojeno. Subjektivni prilaz racunu vjerovatnoce
1, na njegovoj osnovi, Bajesova statistika, kako se ¢esto naziva, je savremeni trend.

Prostor uzoraka

Osnovni sastojak teorije vjerovatnoée je eksperiment koji se, makar hipoteticki, moze ponoviti u
sustinski identi¢nim uslovima, a koji, sa svakim ponavljanjem, moze voditi ka razli¢itim ishodima.
Skup svih mogucih ishoda eksperimenta se naziva prostor uzorka.

Skup ishoda, odnosno prostor uzorka, moze biti konacan ili beskonacan.

Ako je konacan, zna¢i da se mera izrazava na prekidnoj skali, kao na primer broj glasaca koji su
glasali za odredenog kandidata. Druga merenja su na neprekidnoj skali. To su uglavnom fizicke
veli¢ine kao §to su temperatura, vreme reakcije, marginalni prihod i sl.

Zbog jednostavnosti, matematiCari su prvo izucavali eksperimente sa kona¢nim prostorom uzoraka i to
takve kod kojih je vjerovatnoca pojedina¢nih ishoda jednaka. U ovom slu¢aju, vjerovatnoca
pojedinacnog ishoda je definisana kao odnos broja pozeljnih ishoda i ukupnog broja ishoda.

Slucajni dogadaj je onaj dogadaj Ciji ishod ne moze da se predvidi unapred. Poznat je samo skup
ishoda od kojih jedan sigurno mora da bude, a smatra se da je bas$ taj ishod rezultat slu¢ajnosti.
Dogadayj je dobro definisani podskup prostora uzorka. Pri tome, podskup moze imati proizvoljan broj
elemenata, sve dok je manji od broja elemenata u skupu.

Elementarni dogadaj je podskup prostora uzorka koji ima samo jedan element.

SloZeni dogadaj je podskup prostora uzorka koji ima vise od jednog elementa, tj. sastoji se od vise od
jednog elementarnog dogadaja.

Aksiomski koncept vjerovatnoce

Postoje najmanje dva uspjesna pokusaja da se formalizuje vjerovatnoca, koji su nazvani Kolmogorova
formulacija i Coxova formulacija. U oba slu¢aja zakoni vjerovatnocée su isti, sa malom razlikom u
tehnickim detaljima.

Ovdje ¢emo dati jedno slicno, elementarno, objasnjenje pomocu teorije skupova koje omogucuje nam
da se upoznamo osnovama teorije vjerovatnoce preko njenih aksioma. Ovaj koncept uzima u obzir
razlicite definicije vjerovatnoce i na njihovoj osnovi nastoji da pruzi jednu manje-vise zajednicku
logi¢nu strukturu, koja je nezavisna od bilo koje formalne definicije.

Vjerovatnoca se definiSe kao funkcija podskupova u prostoru dogadaja.

Pri tome se poslo od dva bitna preduslova:

1) da teorija vjerovatno¢e mora da bude potpuno matematicka i

2) da je ona u skladu sa empirijskim ¢injenicama.

Kod datog prostora dogadaja S, vjerovatnoca za svaki podskup A u S je neki realni broj.

Vjerovatnoca od A piSe se P(A) i ona poéiva na sljede¢im aksiomima:
1. 0£P(4) <1 Vjerovatnoca je broj izmedu 01i 1;
2. P(Q)=17zbir vjerovatnoéa da ¢e se posmatrani dogadaj dogoditi, i da se on neée
dogoditi iznosi 1;
3. P(A)=1-P(4), Vjerovatnoéa da ¢ée se neka dva dogadaja dogoditi je jednaka
proizvodu vjerovatnoée jednog od njih i vjerovatnoée drugog pri uslovu da se prvi veé

dogodio;

s, P0)=0 Vjerovatnoéa nemoguceg dogadaja je 0;
S P(A) =1

5 =1 . U jednom potpunom sistemu dogadaja A; je njihov proizvod vjerovatnoce
jednak 1.

Veza bilo kojeg podskupa sa elementima u prostoru dogadaja naziva se funkcija vjerovatnoce.

25



Citava teorija vjerovatnoce, posmatrana kao formalan matematicki sistem, razradena je na bazi ovih
aksioma.

Skala vjerojatnoce:

0<P(A)<1

P(S)=1 (*100)=100%

P(2)=0

Klasi¢na definicija vjerojatnoce (vjerojatnoca a priori)
Prema klasicnom ili a priori konceptu, (Laplas 1812. godine) vjerovatnoca jednog dogadaja A je odnos
broja za njega povoljnih dogadaja a, prema broju svih jednako mogucih dogadaja n.

P(A)="
Tu vjerovatnocu pisemo i predstavljamo kao: i
Vjerojatnost da ce se izmedu N medusobno bezavisnih, a jednako vjerojatnih dogadaja, dogoditi jedan
odredeni medu njima: p=1/N (vjerojatnost a priori¥*)

Predstavljanje i interpretacija vrijednosti u vjerovatnoci

Vjerovatnoca dogadaja se predstavlja kao realan broj izmedu 01 1.

Nemogu¢ dogadaj ima vjerovatnocu 0, a siguran dogadaj ima vjerovatnocu 1.

U slucaju da je jednaka vjerovatnoca da ¢e se dogadaji dogoditi, kao i da nece, vjerovatnoéa je 0,5.

Statisti¢ka definicija vjerovatnoce
Ako se broj ponavljanja eksperimenara izvedenih u istim uslovima povec¢ava u beskonac¢nost, tada je

vjerojatnoca nastupa dogadaja A granicna vrijednost relativne frekvencije povoljnog ishoda dogadaja
A

P(4)=1im 2

H—D n

Ishod i vjerovatnoca presjeka i unija dogadaja

Pretpostavimo da imamo dva dogadaja: A i B.

Presjek dogadaja A i B se obelezava sa ANB, a Cine ga ishodi koji pripadaju prostoru uzorka koji je
zajednicki dogadajima A i B. Presjek dogadaja nije prazan ako postoji makar jedan ishod dogadaja
takav da pripada prostoru uzorka dogadaja A i dogadaja B. Na taj nadin presjek dogadaja A i B
odgovara logickom operatoru ,,i*.

Medusobno iskljucdivi dogadaji su takvi dogadaji kod kojih pojava jednog dogadaja iskljucuje
mogucnost pojave drugih dogadaja. Presjek medusobno iskljucivih dogadaja je prazan skup. Po
definiciji, svi elementarni dogadaji su medusobno iskljucivi.

Unija dogadaja A i B se obiljezava A U B i odgovara logi¢kom operatoru ,,ili. Unija dogadaja nije
prazna ako se dogodio makar jedan ishod dogadaja A ili B. Formula za izracunavanje broja ishoda
unije dva dogadaja glasi

n(A UB) =n(A) + n(B) - n(ANB)

Broj ishoda dogadaja A je n(A), a broj ishoda dogadaja B je n(B). Unija obuhvata sve ishode A i sve
ishode B, §to obuhvata i one ishode koji su u presjeku dogadaja. Zbog toga se presjek dogadaja
mora iskljuditi iz formule za ra¢unanje broja ishoda u uniji dogadaja, jer bi se u suprotnom ti
ishodi brojali dva puta.
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Posto je presjek medusobno iskljucivih dogadaja jednak 0, ova formula se za medusobno iskljucive
dogadaje pojednostavljuje i glasi
n(A UB)=n(A) +n(B)

Kada formulu za uniju dogadaja A i B podelimo sa brojem moguc¢ih ishoda n(S), dobijamo
vjerovatnoc¢u deSavanja unije dogadaja:
P(A UB)=P(A) + P(B) - P(ANB)
odnosno, za medusobno iskljucive dogadaje
P(AUB)=P(A) + P(B)
Ova formula je poznata kao pravilo sabiranja i vazi samo za medusobno iskljucive dogadaje.

Vjerovatno¢a unije dogadaja A i B ne moze biti manja od vjerovatno¢a dogadaja A i B, t;.
P(A U B) > min(P(A))

Bajesova teorema
Engleski svstenik T. Bajes (1702-1761), koji se istovremeno bavio i matematikom, bio je zaokupljen
problemom izvodenja zaklju¢aka na osnovu induktivne inferencije. Do tada matematicari su se na
osnovu dedukcije, polazeéi od date hipoteze na bazi vjerovatnoce a priori, bavili eventualnim
posljedicama njene primjene.
Bajes je poSao obmutim putem, doSao je je do teoreme pomocu koje se na osnovu posmatranja
posljedica utvrduje hipoteza. Teorema je jo§ od prvih dana pobudila interesovanje i bila je predmet
kontraverzi koje i danas traju. Njena matematicka osnova nije spoma, nego primena u vezi sa
utvrdivanjem vjerovatnoée a priori.
Ovdje ¢emo dati samo formalne osnove teoreme.
Neka su Ai>Az, . .., Ah ... ,An medusobno iskljucivi dogadaji u prostoru elementarnih dogadaja.
Druge medusobno isklju¢ive dogadaje oznac¢imo sa Bj. Nastupanje jednog od dogadaja B uslovljeno je
dogadajem A,.
Drugim rje¢ima, dogadaj Bj ne moze da nastupi prije dogadaja A, tako da oni nisu iskljucivi.
Uzmimo da su vjerovatnoce P(Ai) i uslovna verovatnoca od B poznati, Bajesovom teoremom
se dolazi do vjerovatnoce a posteriori dogadaja A, nakon nastupanja dogadaja B .
Njen matematicki izraz je
A\ P/l 7 By
P(A,|B) = P(A,) P(B|A,)

n
Y P(Ay) P(B|Ay)
=1

Principi kombinatorike

Vidjeli smo kako se na osnovu aksioma defini$e apstraktni koncept vjerovatnoce.

Za ilustraciju smo uzeli mali broj elemenata u prostoru dogadaja koji su sluzili kao osnova za
utvrdivanje vjerovatnoce podskupova. Razumljivo da je to u praksi komplikovanije jer je skup daleko
brojniji. Kombinatorika olakSava utvrdivanje veze izmedu skupa i podskupova. To se postize na
0snovu izvesnog sistema pomocu koga se pruzaju svi moguéi rasporedi i grupacije za podskupove
datog broja elemenata. S obzirom na nacin na koji su elementi razmesteni u podskupovima, kombi-
natorika se dijeli na permutacije, kombinacije i varijacije.

Kod definisanja ovih oblika kombinatorike ukaza¢emo na princip mnozenja na koji se kombinatorika
u osnovi oslanja. Jedan eksperiment moze da ima m ishoda, drugi «2 itd. Ukupan broj mogucih ishoda
u k eksperimenata uzetih zajedno je (ni) (ny) ... - («*).

Tako, kod ogleda sa bacanjem jedne kocke ima ni = 6 ishoda, kod drugog bacanja ima opet «2 = 6
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ishoda itd. Ukupan broj ishoda kod tri uzastopna bacanja je 6 « 6 « 6 = 216.

Permutacije

Ako imamo n razli¢itih elemenata jedan od zadataka mozZe da bude broj njihovih moguéih rasporeda ili
permutacija. Prema principu mnozenja, bilo koji elemenat moze da zauzme prvo mjsto, drugo mjesto moze da
zauzme n-1 elemenata

tre¢e n-2 itd. sve do posljednjeg mesta koje je rezervisano za poslednji nerasporedeni elemenat u datom
redosljedu.

U kombinatorici, permutacija je niz koja sadrzi ta¢no jednom svaki element iz nekog kona¢nog skupa.

Permutirati znaci zadane elemente na sve moguce nacine spajati u skupine tako da svaka skupina sadrzi sve
zadane elemente.

Koncept niza se razlikuje od koncepta skupa po tome $to u skupu nije odreden redoslijed elemenata,
dok su u nizu tacno odredeni prvi, drugi, itd. elementi.

Permutacije bez ponavljanja ¢lanova skupa P =nl gdje je n broj elemenata skupa koji mogu
biti izabrani.

Primjer 1. Koliko se troznamenkastih brojeva (s razli¢itim znamenkama) moze napisati od ciftri 1, 2, 3?

To je broj permutacija bez ponavljanja od 3 elementa
B=3=3.21=6

Ispisimo ih: 123 132 213 231 312; 321

124,68

Primjer 2. Koliko permutacija elemenata skupa pocinje s 87

Skupine su oblika 8 | pri ¢emu na preostalim mjestima mozemo napisati bilo koju permutaciju bez

ponavljanja od elemenata skupa {2’4’6}.
F=3=6

Mozemo ih ispisati na razli¢itih nacina.

Permutacije sa ponavljanjem ¢lanova skupa
Ako izmedu n zadanih elemenata ima ;:1 jednakih jedne vrste, ;:3 jednakih druge vrste, ...,

¥ jednakih r-te vrste, govorimo o permutacijama s ponavljanjem

Naravno, za n = 0 imamo prazan skup i samo jedan nacin, paje 0! = 1.

Kod permutacije je od znacaja redosljed elemenata. Kada se iz skupa n uzme podskup od r razli¢itih
elemenata, gdje je njihov redosled bez znaeaja, onda je rije¢ o kombinaciji bez ponavljcnja.

Varijacije

Varijacije su u stvari permutacije na osnovu podskupova od r elemenata uzetih u isti mah iz skupa od
n elemenata.

Varijacije bez ponavljanja ¢lanova skupa:

Varijacije k-tog razreda od n elemenata su nacini na koje mozemo izabrati k elemenata iz skupa od n
elemenata uz razlikovanje redosljeda izbora elemenata

V—n(n—1)(n-2)(n—r+1) = —2 _ (":)r! = Krl

(n—r)! -
Varijacije sa ponavljanjem ¢lanova skupa:
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n!

Pr=1a

Kombinacije

Kombinacije bez ponavljanja ¢lanova skupa:
Kombinacije k-tog razreda od n elemenata su nacini na koje mozemo izabrati k elemenata iz
skupa od n elemenata bez obzira na redosljed izbora.

K= r!(nﬂi ST (2) - (n?ir)

Kombinacije sa ponavljanjem ¢lanova skupa:
Kp= (n+r—1)1 (n—f—r—l) _ (n-i—r— 1)

rl(n —1)! - T n—1

Raspodjele vjerovatnoce

Raspodjela vjerovatnoce je funkcija koja dodjeljuje vjerovatnoce elementima nekog skupa. Raspodjela
je diskretna ako je taj skup prebrojiv (najéesé¢e podskup skupa prirodnih brojeva), a neprekidna ako je
funkcija raspodjele definisana na nekom kona¢nom ili beskona¢nom intervalu skupa realnih brojeva i
neprekidna na njemu. Skoro sve raspodjele od prakti¢ne vaznosti su ili diskretne ili neprekidne.

n np Raspodjela
n<50| nebitno Binomna raspodjela
n>50] np<10 Puasonova raspodjela
n>50] np>10 Normalna raspodjela

Binomna raspodjela
Jakov Bernuli (1654-1705).

Binomna raspodjela je distribucija vjerovatnoca diskretnog (prebrojivog skupa elemenata) nezavisnih
sluc¢ajnih dogadaja jednakih, konstantnih vjerovatnoca.

Izvodi se niz S, od n nezavisnih eksperimenata, opita. U svakom je vjerovatnoca realizacije, ishoda
dogadaja A ista i jednaka p € [0, 1]. Vjerovatnoca da se dogadaj A nije realizovao jeq=1-p € [0, 1].
Pratimo da li se dogadaj A realizovao, ili nije.

Vjerovatnoc¢a da se taéno k € [0, n] puta realizovao dati dogadaj je:

n -
Eu,k;p = P{Sﬂ- = k; F} = (k)pkq k‘

Naime, prvi faktor "n nad k" je broj kombinacija, na koliko nac¢ina mozemo iz niza od n elemenata
izvuéi k potskupova. Drugi faktor je k-to struki proizvod vjerovatnoca tih k dogadaja A, dok je tre¢i
faktor proizvod n - k vjerovatnoca preostalih n dogadaja u nizu.

Vjerovatnoc¢a da se dati dogadaj u datom nizu realizovao 0, 1, 2, ..., k puta je:

k
n I A=
P (8, < k;p) =Z(T)p‘f -

=]
Ova posljednja vjerovatnoca, za k = 0 je nula, a zak = n je 1.
Naziv "binomna raspodjela” dat je prema vjerovatno¢ama Py, koje su ¢lanovi binomnog razvoja:

(p+q)" = Z (:)P“ff"'“ =

k=0
_ ':I'I-+ n n—l+ 4+ n =1 + T
=q"+ ()" T A )P et =
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= Z Pojp =1,
k=0
jerjep+q=1.

Primjer 1. Bacamo nov¢i¢ i padaju Pismo ili Glava ravnopravno. Vjerovatnoca da ¢e pasti Pismo
u jednom bacanju je 1/2, jer su jednake Sanse za svaki od 2 ishoda: P i G.

Vjerovatnoca da ¢e pasti bar jedno Pismo u dva bacanja je 3/4, jer su jednake Sanse za svaki od 4
ishoda: PP, PG, GP i GG.

Vjerovatnoca da ¢e Pismo pasti tacno dva puta u tri bacanja je 3/8, jer su jednake Sanse za svaki od 8
ishoda: PPP, PPG, PGP, PGG, GPP, GPG, GGP i GGG.

Uopste, postavljamo pitanja kolika je vjerovatnoca da u nizu od n =1, 2, 3, ... bacanja Pismo padne
tatnok =1, 2, ..., n puta?

Primjer 2. Bacamo kocku za igru "Ne ljuti se Covjece" i padaju brojevi 1, 2, ..., 6, ravnopravno.
= Vjerovatnoca da ¢e pasti Sestica u jednom bacanju je p = 1/6, jer su jednake Sanse za
g ¥ svaki od Sest ishoda.

Vjerovatnoca da ¢e pasti bar jedna Sestica u dva bacanja je 11/36, jer su jednaki izgledi za svaki od
sljedec¢ih 36 ishoda: 11, 12, ..., 16; 21, 22, ..., 26; ...; 61, 62, ..., 66. Drugim rijecima, trebamo ishode
oblika 6x, ili x6, gdje na mjestu x moze biti bilo koji od pet brojeva koji nije Sestica, plus ishod 66.
Treci nacin, 11 ostane ako od svih 36 ishoda izbacimo one oblika xy gdje su na mjestima x, ili y bilo
koji od brojeva 1 - 5.

Vjerovatnoca da ¢e pasti tacno dvije Sestice u tri bacanja kocke je 15/216, jer ima tac¢no 15 nacina da
padnu dvije Sestice u nizu od 6% = 216 ravnopravnih ishoda. Naime, mogu¢i su 15 slugajeva oblika
66x, 6x6 1 x66, gdje na mjestu x moze biti bilo koji od pet brojeva koji nije Sestica.

Za velike brojeve n i K je teze izracunavanje pomenutih vjerovatnoca, ali se Binomna raspodjela moze
aproksimirati Puasonovom, zatim Normalnom. Aproksimacija Puasonovom raspodjelom je utoliko
bolja ukoliko je n veée (vece od 50) i p manje (manje od 0,1). Prema teoremi Muavra-Laplasa,
binomna raspodjela tezi normalnoj raspodjeli.

Puasonova raspodjela

Puasonova raspodjela je diskretna raspodjela vjerovatnoca koja se danas naj¢esce upotrebljava za
izraCunavanja kod dogadaja unutar datog intervala vremena. Nekada, ona je bila glavna zamjena za
Binomnu raspodjelu kod relatovno malih vjerovatno¢a p (manjih od 0.2), kada je broj ponavljanja n
veci od 50.

Definicija
n.a-
&3 =1
- imd
0.3f &3 =10
0.2t

o F] i 15 P

Neka je X slu¢ajna promjenljiva za koju vazi zakon raspodjele
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ak
P(X =k) =e M

Ova raspodjela se naziva Puasonova raspodjela (eng. Poisson Distribution).

Posto Puasonova raspodjela zavisi samo od parametra lambda, ozna¢avamo je ().

Na grafu lijevo gore, apscisa je X = k, a na na ordinati su vjerovatno¢e Puasonove funkcije za tri

razli¢ita parametra lamda: strmo padajuca crvena kriva, zvonasta zelena sa nizim maksimumom, i

najniza crna kriva, redomzaA=1,41 10.

Puasonova raspodjela dobro zamjenjuje Binomnu raspodjelu kada je np = A < 10 i kada je broj

ponavljanja n > 50.

Primjer 1.

Vjerovatnoca da je proizvod defektan je 0,01. 1z velikog skladista se uzima 100 proizvoda. Kolika je
vjerovatno¢a da medu tih 100 proizvoda:

a. bude ta¢no 5 defektnih;

b. broj defektnih nije veéi od 10.

Rjesenje. Ovdje je A=np =100 - 0.01 =1 < 10, pa umjesto Binomne mozemo koristiti Puasonovu

raspodjelu: -

1
a. P(Xip0=5)= e'lg = 0.003;

10 s 1;;
b P(Xi0 <10) = kzﬂe 7 = Looo.
Primjer 2.
Neka je X(t) broj Cestica koje emituje radioaktivni izvor za t Casova. Pretpostavimo da X(t) ima
Puasonovu raspodjelu s parametrom A = 20t. Kolika je vjerovatnoca da izvor emituje tacno 5 Cestica u
nekom 15-minutnom intervalu?
Kako X(t) ima raspodjelu (20t), za t = 0.25 ¢asova imamo da X(0.25) ima raspodjelu g(5), pa je:
P(X(0.25) = 5) = 0.175.
Poopstenje
Znacaj Puasonove raspodjele ne iscrpljuje se time $to je ona jedna aproksimacija binomne raspodjele.
Postoje matemati¢ki modeli vezani za "protok dogadaja" koji su prirodno vezani za Puasonovu
raspodjelu, tada kada je raspodjela vjerovatnoca slucajne promjenljive X na datom intervalu [a, b]:
homogena, nezavisna i separabilna.
Homogenost: raspodjela vjerovatnoca za X[a, b] ne zavisi od poloZzaja intervala [a, b], ve¢ samo od
njegove duZine b - a:
Pib —a) = P(X[a,bl=k), k=0,1,2,...
Nezavisnost: ako su intervali [a;,b:] i [@,,b,] disjunktni (nemaju zajednic¢kih tac¢aka) onda su dogadaji
X[a,bi] i X[a,,b,] nezavisni.
Separabilnost: zna¢i prakti¢nu nemoguénost da se u istom trenutku dogodi vise od jednog dogadaja:
. P(X[t,t+ At] > 1)
lim = (.
At—] At
Pokazuje se da pod ovim pretpostavkama slu¢ajna promjenljiva X[0,t] = X(t) ima Puasonovu
raspodjelu, gdje je lambda > 0 fiksiran parametar koji karakteriSe intenzitet "protoka dogadaja".

Uslovna vjerovatnoca

Cesto smo u prilici da trazimo vjerovatno¢u nekog dogadaja A, posjedujuéi informaciju o tome
da se dogadaj B realizovao ili pretpostavljajuci da ¢e se realizovati.

Definicija:

Verovatnoca P(A|B), zove se uslovna vjerovatnoéa dodadaja A pod uslovom B i definiSe se sa

P(A|B}=%.za P(B)=0.
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Primjer:

U kesi se nalazi 5 belih i 9 crnih kuglica. Izvlac¢imo nasumice 2 kuglice, jednu po jednu, bez vracanja.
Kolika je verovatno¢a da ¢emo iz drugog puta izvuci crnu, ako je u prvom izvlacenju izvucena bela
kuglca?

RjeSenje:

Neka je A dogadaj izvlacenja crne kuglice, a B vjerovatnoca izvlacenja bele kuglice iz prvog
izvlaCenja.

5

14

P(B)=

45 45 45
P(ANB)=P(AB)=—=——=—+
( )= P(45) v, 14-13 182
P(4B) 9
P(A4\B)= Pl4B) 5
P(B) 13
Primjer2: Nov¢i¢ se baca ili do pojave grba ili do tri uzastopne pojave pisma. Pod uslovom da je
rezultat prvog bacanja pismo, naéi vjerovatnocu da dinar bude bacen 3 puta.

Prilikom bacanja nov¢i¢a moguce su situacije.
G, PG, PPG, PPP

Kao sledeci primer posmatrajmo dva sistema A 1 B prikazansa na slici 3.2 gije sve komponente imaju istu
pouzdanost p. Odredimo koji od njih ima veéu pouzdanost.

e

A B

Slika 3.2 Koji sistem je pouzdaniji?

Sistem A ne radi ako i samo ako ni jedna komponenta ne radi. Verovatnoca da sistem ne radi jednaka je
(1—p)(1 —p2)(1—=pa) = (1 —p)*. Nas interesuje verovatnoéa suprotnog dogadaja (da sistem radi), tako da
je pouzdanost sistema A data sa

pa=1—(1-p)?=3p—3p° +p".

Isti rezultat se dobija primenom Teoreme zbira verovatnoca.
Kombinujuéi rezultate iz prethodnog primera za rednu i paralelnu vezu, nalazimo pouzdanost sistema B kao

verovatnocu

3

pe=(pr+p2—mp2) -ps=(2p—pip=2p" —p* (pe(0,1).

Kako je
Pa—Pe=03p—3p"+p’)— (2" —p’) =p(2p" —5p+3) =2p(1 —p)( - p) >0,

nalazimo da je p4 > pg, dakle, sistem A je pouzdaniji.
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Primer 4.1. Osobe A i B dogovorile su se da se susretnu na odredenom mestu izmedu 13% i 13" i @ minuta.
Prema dogovoru, onaj ko prvi dode éeka na drugog b minuta. Odrediti verovatnodu da dode do susreta ako se
pretpostavlja da je vreme dolaska za svaku od osoba podjednake verovatno rasporedenc izmedu 13" i 13" i a
minuta.

.l.}.

i
ReZenje: Neka je osoba A dosla u 13" i 2 minuta, a csoha B u 130

i y minuta. Tada je, prema uslovu zadatka, 0 < < a, 0 <y < a
imogudi ishodi). Do susreta ée doéi ako i samo ako pored ovih uslova 5
bude i |r — y| = b. Dakle, tacka sa koordinatama (z,y) moZe se nalaziti

u kvadratu K stranice a, a do susreta ée doéi ako se nalazi u osenéenoj b
oblasti 5 {povoljni ishodi) koja je ogranicena pravama §y = — b, y = X

T+ b 1 stranicama kvadrata (slika 4.1). Odnos ovih povréina daje tragenu i b i
verovatnocu:
Slika 4.1

S a*—(a—5b)7 b2a-1b)

p:E: aZ aZ

Koja je vjerojatnost da ¢emo iz skupine od 52 igrace karte izvuéi karo kralja, srce desetku i tref asa?
Odgovor

Oprez,

to nije 1/52*1/52*1/52

nego 1/52*1/51*1/50 = 1/132 600

jer —posto smo izvukli jednu kartu, preostalo ih je jos§ 51 itd.

To ¢e se dakle u prosjeku dogoditi 1 put u 132 600 pokusaja.

Banka raspolaZe s tri identi¢na kompjuterska sustava: osnovnim i dva rezervna (back-up).
Sustavi rade neovisno, s istom programskom podrskom.

Prema navodu proizvodaca, vjerojatnost zastoja sustava u jednom danu zbog hardwerskih poteskoca
iznosi 0,01.

Kolika je vjerojatnost da nastane zastoj u radu svih triju sustava u jednom danu?
Odgovor

P= p(Al)*p(A2)*p(A3)=0,013= 0,000001.
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Ako na kladionici treba pogoditi rezultate 12 utakmica, od kojih svaka moZze imati tri ishoda (1, 2, 0),
koliki je moguci broj kombinacija?

Kolika je vjerojatnost da ¢emo pogoditi?
a) 3*3*3*3*3*3*3*3*3*3*3*3 = 531 441

Dakle, vjerojatnost da ¢emo slucajno pogoditi iznosi 1/531 441= 0, 0000019 §to prakticki znaci 2 na
milijun.

Ako u restoranu mozemo dobiti rucak koji se sastoji od juhe, mesa, priloga i kolaca, a moze se birati
izmedu

4 juhe, 3 vrste mesa, 5 vrsta priloga i 4 vrste kolaca,
koliko se kombinacija moze sastaviti iz ovog menija?
Iz ovog menija moze se sastaviti

4*3*5*4=240 kombinacija.

Koja je vjerojatnost da ¢emo u igri pogadanja (npr. loto) od 49 brojeva pogoditi 6 brojeva?

49! ' 49 * AR * 4T * 46 * 45 %
_ 491 A9MARRATHAGHAS* A4 oo
6!(49 —6)! 643! 6!
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